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Ce Supplément est divisé en trois chapitres : 

Le chapitre I offre les moyens de décomposer un nombre 
donné en quatre carrés , tels que la somme de leurs racines soit 
égale à un nombre donné compris entre certaines limites. Ce 
problème sert d’introduction au chapitre suivant. 

1^ chapitre II a pour objet la démonstration générale du 
théorèiqe de Fermât sur les nombres polygones, et de plu- 
sieurs théorèmes sftiâlogues. Cette démonstration est fondée sur 
les mêmes principes que celle dont la découverte récente est 
due à M. Cauchy ; mais elle en diffère à plusieurs égards , et 
elle ne suppose démontré que le théorème relatif aux nombres 
triangulaires , qui est le premier cas du théorème général. 

Enfin le chapitre III contient deux méthodes nouvelles pour 
la résolution approchée des équations numériques. Je donne 
ces méthodes comme nouvelles, parce que je no connais aucun 
auteur qui en ait fait mention jusqu’ici. Lagrange qui avait, 
comme on sait, une grande érudition mathématique, n’en parle 
nulle part dans son Traité de la Résolution des Equations nu- 
mériques; s’il avait eu connaissance de ces méthodes, je pense 
qu’il n’aurait pas dit expressément que le problème énoncé 
pag. x de l’Introduction , était resté jusque-là sans solution. 
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SUPPLÉMENT 

A L’ESSAI 

SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 

$ I. Sur les moyens de décomposer un nombre donné en quatre 
carrés , de manière que la somme de leurs racines soit égale 
à un nombre donné. 




(i) Il s'agit en general de satisfaire aux deux équations 



(0 



a — j* -f- /* + tt* v*, 
h s t "f* u “f- v j 



dans lesquelles a et A sont des nombres donnés, et où Ton suppose 
les quatre racines s, t, «, v positives. 

.^observe d’abord que + i étant toujours un nombre pair, il 
faut que a-\-b soit aussi un nombre pair; ainsi les nombres donnes 
a et b devront être de la même espèce , c’est-à-dire tous deux pairs, 
ou tous deux impairs. 

En second lieu, si les quatre nombres s, f, u, v étaient égaux l 
on aurait a=.t\s', d’où i = et s > , de ces quatre 

nombres, trois étaient nuis, on aurait a = s‘, b = s , ce qui donne- 
rait i= y/u; donc en général b doit toujours être compris entre les 
limites y/ a et sftÿa. 

tes conditions ne sont pas les seules qui doivent avoir lieu pour 
que le problème soit possible; mais avant de le considérer dans toute 
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6 THÉORIE DES NOMBRES. 

sa généralité , nous examinerons d'abord le cas où l’un des nombres 

s, /, u t v serait zéro. 

(a) Nous aurons, dans ce cas, à résoudre les deux équations 
a = t‘+ u'-\- <■', 

et voici les conditions de leur possibilité. 

i*. 11 faut que a ne soit pas de la forme ~ 7) î car on sait qu’au- 
cun nombre de celte forme n’est la somme de trois carrés. 

2°. I.e nombre b doit toujours cire de même espèce que a; mais 
il faudra de plus, dans ce cas, que b soit compris entre les limites 
y/a et y 3 a. En cfï’et, si les trois nombres t , u, v étaient égaux, on 
aurait a — 3 t‘, b = 3 /, ce qui donnerait b = y/ 5 a; c’est la plus grande 
valeur de b ; la plus petite est, comme dans le cas général, b— y/a. 

Cela posé , des trois nombres i, u, v, l’un au moins sera de même 
espèce que a. Soit t ce nortibre , les deux autres u et e devront être 
tous deux pairs ou tous deux impairs. Faisant donc w-f-i' = 2/?, 
u — i> = ■;.(/, ce qui donne u =/? -f- q, v —p — <y, i=.b — ip, il res- 
tera à satisfaire à l’équation o = (b — a/>)* -f- ( p -+■</)'-{-( p — f])', ou 
à la suivante : 

njL ~~ ~ (3p — h Y -+- V* 

De là on voit que la troisième condition nécessaire pour la possibilité de 
la solution, est que le nombre - — - — se réduise à la forme x*-f-3y*, 
ce qui aura lieu si ^ * n’a que des facteurs simples de la fonnje 

6«-f-r, auxquels peuvent se joindre le facteur 5 , si b est divisible 
par 3 , "et le facteur 4 > si a est de la forme 8 n-f- 3 , ou si a est di- 
visible par 4*» auquel cas b doit être divisible par a‘. 

Ayant donc fait — a — = ./* + %’» on eu tirera q~g, p= 

et si les trois valeurs t=b — 3 p, u=p-±-tj, v=zp — y, sont toutes po- 
sitives, on aura la solution des équations (a). 

( 3 ) Exemple 1 . Soit 0 = 678, 4 °> les deux premières condi- 

tions seront satisfaites; on aura ensuite 1 ( 3 a — b") =. 217 = 7. 3i , et 
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SUPPLÉMENT. j 

puisque les facteurs 7 et 3i sont de la forme 6/1+1, la troisième 
condition est encore remplie. 

Il reste à mettre 7.01 sous la forme y*+3g*, ce qu'on peut faire 
de deux manières, soit par les valeurs f— 5, g— 8, soit par les 
valeurs f — i3, g=4> et parce que, dans les deux cas, on trouve 
des valeurs positives pour les indéterminées t, u, v, il en résulte les 
deux solutions suivantes : 

f 678 = 10*+ a3*+ 7* f 678 = aa’+ i5* + 5* 

l 4° = 10 + a3 + 7 1 4° — 22 + j 3 + 5 

t 

( 4 ) Exemple II. Soit a=8oo3, £ = 121 , les deux premières con- 
ditions sont remplies ; la troisième l’est également , puisqu’on a 
ï( 3 « — b') = 4684 = 4 - 1 1 7 1 » cl que 1171 est un nombre premier de 
la forme 6n + 1 . Ce nombre peut se mettre sous la forme 3a *+3. 7 *, 
et son produit par 4 ou i*+3.i*, prend les deux formes 53*+3.a5* 
et 1 1* + 3.5<)*; mais ces deux formes ne conduisent qu’à une seule so- 
lution, laquelle est 

8oo3 = 83‘+ 33*+ 5*, 
îai = fc3 + 33 + 5. 

« 

(5) Au moyen des formules précédentes on pourra, dans beaucoup 
de cas, non-seulement décomposer en trois carrés un nombre donné 
qui n’est pas de la forme 4‘(8" + 7), mais de plus, faire ensorte que 
la somme des racines de ces carrés soit égale à un nombre donne. 

Si on veut décomposer un nombre donné N en trois triangulaires 
dont les côtés pris ensemble fassent une somme donnée e , il faudra 
satisfaire aux deux «équatioiiâ 

jy — :£±£.+ ?j±i . f . ïL ±_? , 

a a 1 2 ’ 

c = x + y + 2 . 

Or il est visible que ce problème est renfermé dans celui que nous 
venons de résoudre. Il faudra faire «=8iV+3, £ = ac + 3, et 
après avoir trouvé, les valeurs de t, u, v , on en déduira celles de 

. t — 1 u — 1 v — 1 

x,j,s, savoir, * = -j- , y — -5— , z = —^-. 

Par exemple, soit JV = iooo et c = 5g, on aura «=8oo3 et 
rai, ce qui donnera, d’après l’exemple II, la solution x = 4 1 , 
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s=a. On a en effet, 

41.4a 16-17 1 

1000 = H h — 

5g = 4 * + 16+3. 



(G) Venons maintenant à la resolution générale des équations (>)» 
clics donnent d'abord ce résultat remarquable, 

4 d_i* = (s+< — u— »>)*•+• (« + « — « — *')* — 

d’où l’on voit que l^a — b' doit être décomposable en trois carres, et 
qu’ainsi une troisième condition nécessaire pour la possibilité du pro- 
blème, est que 4 «— ** ne soit pas de la forme 4‘(8« + 7J- 
Si 4 a — b' n'est pas de cette forme, il sera toujours possible 
satisfaire , d'une ou de plusieurs manières , à l’équation 

4a — £• = x* •+•/* 4 - 5 *. 

on regardera donc x, j, z comme connus, et en supposant que 
u, v soient rangés par ordre de grandeur, ainsi que x, y , z, ors 
aura, pour déterminer s, t , u, v, les quatre équations 

s + t + u + v = b, 

j -f- t — u — v = x t 

s 4- u — t — v = y t 

S -f- P — t B = s. 



On a mis dans la troisième dzz , parce que , quoiqu’on ait par hypo* 
Üièse s>t>u> e, il n'arrivera cependant pas toujours que la somme 

soit plus grande que l+u. • * , 

Il faut maintenant que les valeurs de s, t, u, v, déduites des équa- 
tions précédentes, soient positives, sans quoi le problème ne serait 
qu’improprement résolu. Or cette condition peut toujours être remplie 
en limitant convenablement la valeur de b. Pour le faire voir, .1 faut 
examiner successivement le cas où « et b sont impairs , et celui ou 
ils sont pairs. 

Premier cas , a et b impairs. 



( 7 ) Dans ce cas , /<a-b' sera de la forme 8 « + 5, et on pourra tou- 
jours satisfaire ù l'équation 

(3) 4 4-=*, 
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SUPPLÉMENT. , g 

où Jf*+^*+s* désigne l’une des formes trinaires du nombre — b'. 
Ensuite on déduira des équations de l’article précédent les valeurs des 
indéterminées s, t, u, v , comme il suit : 



(4) , = *±f±!±!, 




Puisque les nombres b, x y y , z sont tous impairs, il faudra que 
l’un des nombres i-f-x -+-y + z, b-\-x+y — >2 soit de la forme 
4 n, et l'autre de la forme 4" + 2 ; donc, en prenant convenablement 
le signe de z, dans l'expression de s, on aura un nombre entier pour 
la valeur de s, ce qui donnera ensuite des nombres entiers pour les ’ 
valeurs des trois autres indéterminées. On voit par là qu'il n'y a qu'un 
des deux signes de z qui puisse être employé, et qu’ainsi on n’a qu'une 
solutiou pour chaque forme trinaire de \a — b'. 



(8) Maintenant, puisque nous avons supposé x>_y> s , il est clair 
que les valeurs de s , t, u, v seront toujours positives, si celle de v 

w * 

l’est dans le cas le moins favorable, c'est-à-dire si l’on a — o, 

b — x— y — i . . 

OU -f- > O. 

4 

Il suffit , pour cela, qu’on ait < £+ 4» car b — x — y — s 

doit toujours être divisible par 4, dans le cas dout il s’agit. Or, d'après 
l'équation 4 a — J* = x* -f- y* -f- z*, on a x -±-y-j-s <. \Z5(4« — b') , et 
en faisant (i + 4)‘ = 3(4« — £*)> ou tirera de cette équation 

b = y' (5a — 3) — i. 



Si donc b, qui doit toujours être plus petit que y'^a, est supposé en 
meme temps plus grand que la limite t/( 3a — 3 ) — î , on sera 
assuré que les valeurs des indéterminées s , t, u, v , déduites des for- 
mules précédentes , seront toutes positives , et qu’ainsi le problème 
sera résolu. 

Un seul cas fait exception, c’est celui où l’on aurait à-la-fois 
x ~y = s = sJ et V '(^ a — 5) — i ; car alors il en ré- 

sulterait X -+-y -+• z = b + 4 , et par conséquent v— — I. Mais il est 
facile de faire ensorte que ce cas particulier tie puisse avoir lieu , il suffit 
pour cela d'augmenter aussi peu qu'on voudra la limite inférieure de b. 
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Nous supposerons donc désormais que les limites de b sont 

b>\/(Za — a) — i, b<[/ 4 a; 

et dans cette hypothèse les formules (4) donneront toujours des va- 
leurs positives pour les quatre indéterminées s, t,u, v, même quand 
b serait égale à sa limite inférieure. 

(9) En admettant la limite b'^>\/'Ç>a — a) — i, on a la certitude que 
la solution sera donnée toujours en nombres positifs. Mais il ne s’en- 
suit pas que si on prenait b plus petit que cette limite (et cependant 
plus grand que \/ a ), le problème ne pourrait être résolu en nombres 
positifs. 11 arrivera, au contraire, assez souvent, surtout si a est un 
grand nombre, que des valeurs de b plus petites que la limite assignée 
donneront des solutions eu nombres positifs ; et ces solutions se trou- 
veront également par les formules (4)» toutes les fois qu’elles pourront 
avoir lieu. C’est ce dont on verra un grand nombre d’exemples ci-après. 

Second cas. a et b pairs. 

(10) Les nombres a et A étant pairs, — b * sera divisible par 4 ; 

et puisque celte quantité est représentée par x* + a*, il faudra 

que les trois nombres x, jr f z soient pairs. On simplifiera donc 

l’équation en mettant ax, y, as à la place de x , s, ce qui 

donnera 

( 5 ) a — ( { b y = x* -f- y' -f- 5*. 

Cela posé , si a — (; b)‘ n’est pas de la forme 4 * (80 + 7) , cette équation 
sera satisfaite par toute forme trinaire , propre ou impropre , du nombre 
a — (4 b) % . Connaissant donc les trois nombres x , jr f z, ou aura pour 
déterminer s , l , u , v, les quatre équations 

s-f-1 -)-« + »> = A , 
s -f- t — u — v = ax , 

s n — 1 — v — y t 

s + v — / — u~.dc.2z, 

d'où l’on tire les valeurs 

(6) * = ** ■ — r , t~~b— s-f-x, uc=\b—s+jr , vz=±b— sdzi. 
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Ces valeurs seront des nombres entiers dans les deux cas que présente 
le signe ambigu; ainsi il en résultera toujours deux solutions, excepté 
le cas de z = o , où les deux solutions se réduisent à une seule. 

(11) Maintenant , pour que ces solutions soient admissibles, il faut 
que les quatre nombres s, t, u, t* soient positifs, ce qui aura lieu 
si dans le cas le moins favorable , v est positif , ou si 1 ou a 




Cette condition sera remplie comme dans le premier cas, en sup- 
posant b > t/( 3 a — a) — t. D’ailleurs on devra faire les mêmes 
observations que dans l'art. 9, relativement aux solutions qui peuvent 
avoir lieu dans certains cas où b serait inférieur à la limite assignée. 

(12) U y a diverses remarques à faire sur la solution du problème 
précédent , selon les diverses formes du nombre a. 

i*. Si a est de la forme /\ti -f- 2 , le nombre a — -b' sera del une' 
des formes 4 /« -f- 1 , 4 « + 2 , lesquelles sont toujours décomposables 
en trois carrés, d’après la théorie exposée dans la troisième partie. 
Donc dans ce cas, les équations proposées seront toujours résolubles. 

2 0 . Si <1 est de la forme 8/1 +4 , on pourra satisfaire aux équations 
proposées de deux manières , les nombres s ,t , «, t» étant tous pairs 
ou tous impairs : ces deux solutions seront données par les formules (6); 
mais il faut , dans ce cas , que a — b‘ ne soit pas de la forme 
4* ( 8n -f- 7). 

3 J . Si a est de la forme 8 ( an -f- 1 ) , les nombres s , / , u , v devront 
être pairs , et en général si a est de la forme a* 1 "*" ( an 4 - 1 ) , ces nombres 
devront être divisibles par a*; leur somme b devra donc être aussi 
divisible par a* et même par a 1 *', parce que le quotient devra être pair. 
Soit donc a = 2“ a', b = a* b', s= a‘s' , t = a*/', u — a* u', v = a**»', 
la solution des équations proposées se réduira à celle des équations 

a = s'* + f* -f- u'* -t- v", 
i' = s' + t + uf + 

elle sera donc toujours possible , puisqu’alors n est de la forme 4 « 4 - 2. 
Mais on remarquera que dans ce cas il ne suffît pas que b soit compris 
entre les limites y fat d y( 3 n — 2 ) — 1 > *1 faut e, icore T 116 ^ so 't 
divisible par a‘ +I . Les autres valeurs de b comprises eulrc les limites 
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assignées , ne pouvant satisfaire, on trouverait qu’elles réduisent a — ji* 

à la forme 4* (8« -f- 7 ). 

On pourra descendre au-dessous de la limite \/( 3 a — a) — 1, pour 
essayer s’il y a d’autres solutions; mais il faudra toujours que les valeurs 
de b soient divisibles par a*'*' 1 . 

4 % Enlin si a est de la forme 2* ,+ ‘ ( an -f- 1 ) , k n’étant pas aéro , 
il faudra que chacun des nombres s, t, u , e soit divisible par a‘, et 
leur somme b par a‘ +1 . C’est pourquoi faisant a=sa*‘fl', i = a‘A', 
s — a* s', t = a* ( , u = 2 k u', v = a* v’, les équations proposées se rédui- 
ront aux suivantes , 

a = s'* + O -f- «'* -f- (-'% 

b' = *' + ( -f - u ' 4~ , 

dans lesquelles à sera de la forme 8 /j 4 " 4 > c * H 11 * se rapporteront ainsi 
au second cas, comme le précédent se rapporte au premier. 

(i 3 ) La théorie exposée dans ce chapitre, est la base de la démons- 
tration générale du théorème de Fermât, dont nous nous occuperons 
dans le chapitre suivant; elle peut être utile dans plusieurs autres re- 
cherches d’analyse indéterminée. 

O11 voit déjà que cette théorie donne une extension remarquable aux 
deux premiers cas du théorème sur les nombres polygones , puisqu’elle 
offre les moyens non-seulement de décomposer un nombre donné en 
trois ou en quatre carrés, mais de faire ensortc que la somme des racines 
de ces carrés soit égale à un nombre donné pris entre certaines, 
limites. 
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i3 

% 



$ II. Démonstration du Théorème de Fermât , sur les nombres 
polygones , et de quelques autres Théorèmes analogues. 

04)0 i* a fait voir ci-dessus (art. i54) qu'un nombre polygone de l'ordre 
m + a , a pour expression générale 

” (x‘—x) + X j 

x désignant le côté de ce polygone , ou le rang qu’il lient parmi les 
polygones du même ordre. Cette expression prouve que o et 1 sont deux 
termes communs aux polygones de tous les ordres. 

Les nombres triangulaires résultent de la supposition m = 1 , et les 
carrés de la supposition m = 2 ; dans ces deux premiers cas , il est 
indifférent de prendre x positif ou négatif, et on n’obtient qu'une 
seule et même suite , celle des nombres triangulaires ou celle des 
Carrés. 

Mais m étant > a , l’expression géne’rale des nombres polygones» 
donne deux suites différentes pour chaque ordre, scion qu’on suppose 
x positif ou négatif. Ces deux suites sout liées entr’cllcs par une même 
loi , de sorte que l’une n'est que le prolongement de l’autre ; mais dans 
l'application au théorème de Fermât, on fait toujours abstraction de la 
suite formée avec des valeurs négatives de x , cl on ne considère qne 
celle qui est formée avec les valeurs positives , comme les présente le 
tableau du n° 1 54- 

( i5) Cela posé, il faut démontrer qu'un nombre quelconque est 
composé d'autant de polygones de tordre m -f- 2 , qu'il y a d'unités 
dans m -f- a. 

Le nombre des polygones qui composent un nombre donné , pourrait 
cependant être moindre que m -f- a ; mais en regardant o comme un 
polygone complélif, le nombre des polygones pourra toujours être censé 
»n-f* a, conformément à l’éuqncéde la proposition. 

Ce théorème ayant été démontré daus le Traité précédent, pour le 
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cas des nombres triangulaires et pour celui des carre's , qui sont les 
deux premiers de la proposition generale , nous ne considérerons 
que les cas ultérieurs où Ion a m > 2, savoir, rn= 3 pour les nombres 
pentagones , m = 4 pour les hexagones, et ainsi de suite. 

Or d après ce qui a etc démontré dans le § précédent, il ne reste 
plus a établir qu’un petit nombre de propositions subsidiaires pour 

parvenir à celle qui fait l’objet de ce chapitre. 

• 

(1G) THf:or.fcne I. « a étant un nombre impair quelconque, non 
» compris dans les dix suivans 1, 5 , 5 , 7, 11 , i5, 19, a3, 37 , 71 , 
» il existe toujours deux nombres impairs consécutifs c, c — a, tels 
» qu’en faisant successivement b = c et b=c — 3, ou pourra, dans 
» les deux cas, satisfaire aux équations 

(!) a = /*+ “*+ V, 

b = s+ t-^~u + v > 

» avec la condition que les racines s , t , u , v soient toutes positives. » 

En effet , i*. si la différence entre les limites \ / t a et y ( 3 « — a) — 1 , 
est égale à 4 °« plus grand que 4 » il y aura au moins quatre nombres 
entiers consécutifs compris entre ces limites. De ces quatre nombres , 
# deux seront impairs et pourront être pris pour b ; les équations pro- 
posées seront donc résolubles , dans les deux cas , par les formules de 
l’art. 7. 

Or en faisant — t /( 3 a — a) -t- i = 4 > on trouve a— îai ; donc 

le nombre 121 et tous les nombres impairs plus grands que 121 , jouissent 
de la propriété mentionnée. 

a”. Si ensuite on examiuc tous les nombres impairs an-dessous de 121 , 
on trouvera que pour une partie de ces nombres , il existe deux valeurs 
de A comprises entre les limites y 4 a el V/( 3 a — a) — 1, et que pour 
l'autre partie il n’existe qu'une seule valeur de b. 

Dans le second cas, 011 devra essayer , d’après les formules de l'art. 7, 
si le nombre impair immédiatement inférieur, quoique plus petit que 
la limite l/( 3 n — a) — 1 , ne peut pas être pris pour b , et conduire 
aune solution des équations (1), dans laquelle les racines s, / , «, v 
soient prises positivement. 

Cet essai réussira pour la plupart des nombres dont il s’agit , et il 
ne restera que les dix valeurs mentionnées de a , savoir , 1 , 3 , 5 , 

« 
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7, il , i 5 , 19, 25 , 71 , pour lesquelles il n’y a qu’une valeur de b 
qui satisfasse. 

Voici un tableau qui contient le résultat de ces calculs. 



a 


b 


a 


b 


119. ..ni 


31,19 


29 . . . 20 


9 . 7 * 


109 


1 9 > 1 7 # 


2Ô 


9 


107... 91 


19.17 


21 


9.7 


89,87 


17,15* 


19 


7 


to 

c > 
00 


17,1 5 


17 


7 , 5 * 


7 1 


i 5 


i 5 


7 


69,67 


1 5 , 1 3 * 


10 


7 , 5 * 


65 . . . 57 


i 5 ,i 5 


1 1 


5 


55 . . . <*9 


i 3 ,i 1* 


9 


5 , 3 * 


47 45 


1 5 ,i 1 


7 


5 


4 i, 3 g 


11, 9* 


5 


5 


5 ? 


11 


5 


3 


55 ... 3 i 


n> 9 


1 


1 



(17) Pour mieux faire concevoir la construction de ce tableau, nous 
allons donner des exemples de chacun des trois cas qu'il présente. 

Premier cas. Si on fait a = 65 , on trouve pour b les deux valeurs 
i 5 et i 3 , comprises entre les limites Vaüo et VHP — j. Les mêmes 
valeurs auraient également lieu pour les nombres 65 , 61, 5g, 57; 
aussi voit-on dans le tableau, que pour tous les nombres impairs de 
65 à 57, les valeurs correspondantes de b sont i 5 et i 3 . 

Second cas. Si on fait a = 4 1 > on trouve qu’il n’y a que le nombre 
impair 11 qui soit compris entre les limites \/i 6 4 et V121 — 1 ; mais 
si on essaie la valeur suivante b— g, quoiqu'inférieure à la limite 
V'121 — j , on trouve par les formules du n° 7 , qu'elle satisfait aussi , 
puisqu'on a 4 » — 6’ *+• a* -+• 1* et 9=6+3 + !. On a donc mis 
dans la table les valeurs b = 11 ,A = g, correspondantes au nombre 
a =* 4 1 î mais on a distingué par une * la seconde valeur 9, pour avertir 
qu’elle est inférieure à la limite l/( 3 « — 2 ) — 1. 

Troisième cas. Si on fait a= 71 , on ne trouve qu’un nombre impair 
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i 5 , compris entre les limites qui conviennent à cette valeur de fl J 
savoir, VaR; et S/" 211 — 1. Si ensuite on essaie la valeur ê = i 3 , 
on trouve par les formules du n* 7 , quelle n’est pas admissible , parce 
que l’une des indéterminées s , t,u, v serait négative. On n’a donc 
mis dans le tableau que la seule valeur b = i 5 , correspondante au 
nombre a — j\. 

(18) Tuéorème II. « Soit a un nombre impair quelconque; soient 

>1 c, c — a , c — 4 j </, les diverses valeurs successives de b avec 

» lesquelles on peut résoudre en nombres positifs les équations (1); soit 
u enfin r un terme quelconque de la suite o, 1 , a, 3 wi— -2. 

» Si on considère la fonction 

Z=^(a-b) + b+r, 

» dans laquelle b et r sont des termes pris à volonté dans les suites 
n qui leur sont propres, et qu’on appelle P ou P («) la plus petite valeur 
» de cette fonction , Q ou Q (a) la plus grande ; on aura 

/>(«) = ?(a-c)+c, 

Q (fl) = ~(a — d) + d + m— a. 

t 

» Cela posé , je dis , i*. que tous les nombres entiers compris depuis 
» P (a) jusqu’à Q («), seront représentés par la fonction Z; a*, que tous 
» ces nombres pourront être décomposés chacun en m -(- a polygones 
» de l’ordre in + a. » 

En effet , 1°. soit Z = P (a) + p , p étant un nombre pris à volonté 
depuis 1 jusqu’à Q(fl) — -/'(fl), on aura pour déterminer b ti r , 
l’équation 

P = a)(^=- A ) + r; 

or puisque p et m — a sont deux nombres donnés , on voit que r est le 
reste de la division de p par m — 2 , et que si on appelle q le quotient 

de cette division , on aura ~ = q , ou b = c — a q. 

Il suit de là que pour chaque valeur donnée de p , on n’a qu’une 
solution , excepté lorsque le reste r est aéro j car alors on peut faire 
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indifféremment r = o ou r—m — a, et il y aura deux solutions. 
Cependant s’il s’agit du dernier des nombres P (<i) -\-p , qui est Q ( a ) , 
il faudra prendre r = m — a, et il n’y aura qu’une solution, parce qu'en 
faisant r=zo, on aurait b=d — a , nombre qui n’est pas compris dans 
la suite c , c — a, c — 4> 

a°. ou P -f- p étant un nombre quelconque pris dans la 

suite P , P-j- 1 , P -h a Q, puisqu’on peut toujours supposer 

P-\-pz=^(a — b) -f- b -f- r , si on substitue dans celte expression 
les valeurs de a et b données par les équations (i),on aura 

P -\-p s=a ~ ( s ’ — s -J- <* — £+«* — u-\- v' — -v)-\-r 

+ J+ /+B + ». . 

Donc si on désigne en général par pol. x , le polygone de l’ordre 
m- f- a dont le côté est x , on aura 

P-\-p=z pol. s -f- p°l. t -f- pol. M-f- pol. p-f- r pol. i ; 

c’est-à-dire que le nombre P -\-p sera composé des quatre polygones 
dont les côtés sont s , t , u, v , et de r polygones égaux à l’unité ; donc 
comme r est < m — a ou tout au plus = rn — a, il s’ensuit que le 
nombre P + p sera composé de m -f- a polygones de l’ordre m -f- a , 
dont m — a sont égaux indifféremment à zéro ou à l’unité. 

(19) Théorème III. « Lorsque a = îat , la plus grande valeur de b 
» est 1 , et alors on a P (a) = ™ (a — ô)-t-ô = 5 o/?i-f-ai, nombre 

» qui , suivant la proposition précédente, est la somme de quatre poly- 
» gones de l’ordre m -f- 2. 

» Cela posé, je dis que tout nombre entier plus grand que 5 om+ai , 
» est la somme de m -f- 2 polygones de l’ordre /»+ a, dont m — a sc- 
» ront égaux à zéro ou à l’unité. » 

En effet, soit» un nombre impair quelconque plus grand que lai ; 
il existera toujours, suivant le théorème I , deux nombres impairs con- 
sécutifs c, c — a , compris entre les limites et |/( 3 a — 2) — 1 , 
et il suit du théorème précédent que si l'on fait 

P ( a ) = 7 ( a — c ) + c » 

<?(“) = J (a.T c -i- 3)-f“ c 
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tous les nombres entiers compris depuis P ( a ) jusqu’à Q (a) inclu- 
sivement , seront la somme de m + a polygones de l’ordre m + a. 

Considérons maintenant le nombre P(a~ f-a), et soit c le plus grand 
nombre impair compris dans )/(4 a 4* b) , comme c est le plus grand 
nombre impair compris dans \Z^a; >1 faut distinguer deux cas, selon 
qu’on' a c'=zc } ou c'=c-f-a; car il est évident qu’on ne peut faire 
aucune autre supposition sur la valeur de c'. 

(20) Si l’on a c'=c, il suffira de mettre a + 3 au lieu de a, dan» 
l’expression de /*(«), et on aura 

P(. a + a ) = J («-f-a — c) + c; 

m 

comparant cette valeur avec celle de Q(o), on en lire 
P(a -f- a) = Q(n) — m -f- 4 - 

Or la moindre valeur de m étant 3 , on voit que le nombre / 3 (« 4 -a) 
ne surpasse Q(a) que dans le seul cas de m= 3 , où l’un a PÇu- f-a) 
= Qi a ) + >• Dans tout autre cas, P(a + 2) est compris dans la suite 
P{n), />(«.) + !, P(a) -f- 3 Q(a). 

Mais on a vu que tous les nombres de cette suite sont composés 
de /n+a polygones de l’ordre ;«+a, et dans le cas où le terme 
P(a-{- a) sortirait de cette suite, pour y ajouter le terme suivant 
ce terme serait composé de quatre polygones seulement; 
donc tous les nombres entiers compris depuis P(a) jusqu’à P(a+a) 
inclusivement, sont composes de m-f-a polygones de lordre m 4-3. 

(21) En second lieu, soit c' = c + a,on aura 

P(a 4- a) ="(a— c)4-c4-a, 

et par conséquent P(a-\-2) — P(a)-\- 2 = Q(a) — 2 (m — 3 ). De là on 
voit que P{a-\-h) est toujours plus petit que Ç(fl), excepté dans le 
seul cas de m= 3 , où Ton a P(a 4 - a) = Q{ a ) i donc tous les nombres 
entiers compris depuis P(aÿ jusqu’à P(a 4 - 2) inclusivement, sont dé- 
composablcs en n/4-2 polygones de Tordre m + a. 

(23) Si on observe maintenant que daus le premier cas on a 
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P{a -f- a ) = P(a)-\-m, et dans le second P{a -f- s) = P(tt) -+- a ; on 
pourra en conclure qu’à compter d’un nombre donné a tel que <1=131, 
la suite P{a), /»(<i-|-a), /'(a+4), etc., formée en augmentant toujours 
a de deux unités, s'étend à l’infini. Donc tous les nombres entiers 
compris depuis .P(iai), ou 5om-f-ai jusqu’à l’infini, sont décompo- 
sâmes en m-f-a polygones de l’ordre m-f- a. ' V 

Il reste à démontrer que tous les nombres inférieurs à 5o m-\- ai , 
jouissent de la même propriété; c’est l’objet de la proposition suivante, 
qui complète la démonstration générale du théorème de Fermât. 

(a3) Théorème IV. « Tout nombre entier plus petit que P(iai), 

» ou 5o/»-f-ai, est la somme de m-h a polygones de l’ordre m-f-a, 

» dont m — a sont égaux à zéro ou à l’unité. « 

Soit d’abord n= 5; on voit par le tableau du n* 16 que 3 est la 
seule valeur correspondante de b-, faisant donc c = d= 3, les formules 
du n' 18 donneront 

P( 5) = m + 3 , 

Q(5) = am -f- 1. 

Au-dessous de P( 5) , on a les nombres 1, a, 3 m + a , qui sont 

composés d’autant de polygones égaux à 1 qu’ils contiennent d'unités ; 
ainsi le théorème est vrai à leur égard, on voit même que le der- 
nier de ces nombres m -f- a est exprimé par un seul polygoue , 
savoir, pol. a. 

Le» nombres de P(5) à Q( 5) sont composés comme l’énonce le 
théorème , puisque cette propriété a lieu en général pour tous les 
nombres de P(a ) à Ç(n). Ainsi le théorème est vérifié jusqu’au nombre 
Q{ 5) = am + 1. 

Soit maintenant <j = 7,jon aura, par la table du n° 16, c=d — 5 , 
ce qui donne 

P( 7 ) — " l + 5 l 

Qi'j) = 2™ + 3- 

Comme la moindre valeur de m est 3, on voit que P(y) ne surpasse 
Ç(5) que dans le seul cas où m= 3, et alors on a P(j) S=S Q{^)~ 1“ 
Donc la propriété générale est vérifiée par tous les nombres depuis 1 
jusqu’à Q( 7) = am-f- 3. 

On pourrait couliuuer ainsi l’examen des cas particuliers jusqu a 




20 



THÉORIE DES NOMBRES. 

P(iai); mais nous nous bornerons à un pelit nombre de cas généraux 
qui renferment la solution de tous les cas particuliers. 11 s'agit en ge- 
neral d'examiner si tous les nombres compris de P(a ) à P(a-\-u) satis- 
font au théorème, ou s'il y a exception pour quelques-uns de ces 
nombres. 

^24) Premier cas. Supposons que pour le nombre a il y ait deux 
valeurs correspondantes de b, savoir c et c — 2, et que pour a-j-2 
il y ait une ou plusieurs valeurs de b , dont la plus grande soit c, on 
trouvera, comme dans l’article 20, que tous les nombres de P(a) à 
P(a -+- 2) satisfont au théorème. 

Second cas. Supposons que c et c — 2 étant les deux valeurs de b 
correspondantes au nombre a, on ait c -I- 2 pour la plus grande ou 
la seule valeur de b correspondante au nombre f— a ; on trouvera 
encore, comme dans le n° 21, que tous les nombres de P(a) à P(a- f-2) 
satisfont au théorème. 

Troisième cas. Supposons que b n’ait que la seule valeur c corres- 
pondante au nombre a , cl que pour a -f- 2 on ait une ou plusieurs 
valeurs de b, dont la plus grande soit c-f- 2 , on aura, dans ce cas, 

p {«) = 7 (" — <•) + c > 

<?( a ) — 7 (« — c ) + c + m — 2, 

/>(a + 2) = j (a — r) + c + 2. 

De là on voit que P(a 4- 2) ne peut surpasser Q{a) qne dans le seul 
cas de /h= 5 ; qu’alors on a /'(a-f-a) = y(n)+ 1 ; que dans tous les 
autres cas jP(n-f- a) sera plus petit que Q{a) , ou tout au plus égal 
à <?(«), et qu’ainsi tous les nombres de P(a) à P(a -f- 2) satisfout 
au théorème. 

Quatrième cas. Supposons enfin que relafivemcnt à a on ait la seule 
valeur b — c, et relativement à a + 2, une ou deux valeurs de b y 
dont la plus grande soit c, alors on aura 

P ( a ) = 7 (<*— 0 + 

<?( a ) = 7 ( a ~ c ) + c 4. m — a , 

P{a+ 2) = ™ (<*-f-2 — c ) -J- c. 
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On voit dans ce cas qu'il y a une lacune entre Q(a ) et .P(<j-f-a), 
car on a P(a 4- 2) = Ç(u) -J- a , et l'intermédiaire qui manque est 
Ç(a) + i. Ainsi, sauf cette exception, le théorème démontré jusqu'à 
JP(a) , le sera jusqu'à P(a + a). 

(a5) 11 suflil maintenant de jeter un eoup-d'œil sur le tableau du 
n“ 1G, pour trouver quels sont les nombres Q(«)4- 1 qui tomberont 
dans l’exception du quatrième cas. Ces nombres sc réduisent à quatre, 
savoir : 

Q( 7 ) + » = + 4 , 

Ç(r5) -f- 1 = 5m -f- 6, 

Q( a5) -f- 1 = 8m 4- 8 , 

Ç( 5 ?) + * = »4"‘ 4- 10 ; 

or l'expression générale de pol, x (art. ï/|) douue 

pol. a = m -f- a , 

pol. 3 = 3 m -f- 3 , 

pol . 4 — 6/» -f- 4 j 

pol. 5 = 10m -f~ 5 , 

et par le moyen de ces polygones on pourra exprimer les quatre 
nombres précédons comme il suit : 

am - f- 4 = apol. 2 , 

5m -f- 6 = 4 pol. a -f- (m — a) pol. 1 , 

8m -f- 8 = pol. 4 + 2 pol. a , 

i4m -f- 10 = pol. 5 4- pol. 3 4- pol. a. 

Un seul cas, celui de 5m4-G, exige m4-a polygones; les trois autres 
n'en exigent que deux ou trois. Donc les exceptions rentrent dans la 
proposition générale ; donc , tout nombre entier est la somme de ni4-a 
polygones de P ordre m 4" 2 , durit m — 2 seront égaux à zéro ou à 
l’unité. 

(a6) La démonstration que nous venons de donner du théorème de 
Fermât, ne suppose connue que la démonstration du premier cas de 
ce théorème, concernant les nombres triangulaires. Or celte proposition 
fait partie de la théorie générale des formes trinaires des nombres, expo- 
sée dans la troisième Partie. Nous avons d'ailleurs prouvé (n° i55), 
qu’en supposant ce premier cas démontré , on en déduit immédiate-' 
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ment que tout nombre entier est la somme de quatre carres, ce qui 
est le second cas du théorème de Fermât. Ainsi du premier cas on 
déduit tous les autres. 

Comme on ne peut guère douter que Fermai n'ait été réellement 
en possession de la démonstration générale de son théorème sur les 
nombres polygones, il est à croire que celte démonstration était to- 
talement différente de celle que nous venons d’exposer. En effet, il 
parait d'abord que Fermât n’avait aucune connaissance de la théorie 
des formes trinaires des nombres , excepté dans le cas des nombres 
8 ra+ 3 , qui revient au premier cas de son théorème, mais dont il ne 
fait pas mention, et dans le cas des nombres premiers 8 n — i , qu’il 
assure être de la forme p' -f- y* -f- ar*, dont le double est la somme 
de trois carrés. Si Fermât eut connu la théorie donl.il s'agit, il 
n’aurait pas restreint cette dernière propriété aux nombres premiers 
8 n — i , puisqu’elle s’étend généralement à tous les nombres impairs. 
En second lieu, si la démonstration de Fermât eut été la même que 
la précédeute , ou fondée sur les mêmes principes , il n'aurait pas manqué 
d'ajouter au théorème la condition qui lui donne plus de précision et d’é- 
légance , savoir, que sur les m- f- a polygones de l’ordre ni - f- 2 qui 
composent ün nombre donné, il y en a toujours rn — 2 qu’on peut 
supposer égaux à zéro ou à l’unité. 

M. Cauchy a donc fait une découverte importante dans la théorie 
des nombres , en donnant le premier la démonstration du théorème 
de Fermât , devenu plus précis par la condition qu’il y a ajoutée. Mais 
on peut aller encore plus loin en démontrant que, passé une certaine 
limite facile à assigner pour chaque ordre de polygones , tout nombre 
donné peut être décomposé en quatre polygones ou en cinq au plus. 
Celte nouvelle propositiou fera l'objet des recherches suivantes. 

(27) Supposons que le nombre donné A soit décomposable en quatre 
polygoues de l’ordre m-f- 3, il faudra faire 



A = ^{a-b)+i, 



et déterminer les nombres a et b de manière qu’on puisse résoudre en 
nombres entiers positifs les équations 



a = f • -f- /* -f- «* -f. t>*, 
i = tf. + ( + a + 
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or il sera possible de satisfaire à ces équations , si a et b sont de même 
espèce, si b est compris entre les limites y/ ( 4 a) et l/( 5 a — a) — 1 , 
enfin si a est impair ou double d'un impair. Il y aurait d'autres valeurs 
de a et de b qui permettraient d'effectuer la résolution des équations 
(1) ; mais il suffira de considérer celles dont nous venons de faire 
mention. 



(a8) Si l'on fait successivement b = \/ I\a et b — \/( 3 a — a) — 1, 
on trouvera que les limites de b correspondantes au nombre donné A , 
sont • 



b< 

b> 



=*+ v/CÏ+m]. 

ir + vllï — 5 + (^ir) ] ■ 



et si on suppose que A est un grand nombre , on aura à peu près 

Kt/H, b>J*±. 

y m 9 .y m 

Connaissant les diverses valeurs de b par ces limites , on connaîtra a 
par l'équation a =. b -f- — (A — b) ; et comme a — b doit être pair , 
il s'ensuit que — — - est un entier. Soit cet entier=ar, on aura 



W 



b = A — rn.T , 
a = b -f- 3X. 



Cela posé , on peut démontrer les propositions suivantes. 

!%) Théorème V. « m étant un nombre impair, si A est un nombre 
« donné quelconque > 38/jr 3 , je dis que A sera décomposable en quatre 
» polygones de l’ordre m -f- a. » 

Les limites de b étant connues , on connaîtra celles de x par l'équation 
x = t: É— — . Supposons que la différence des limites de b soit égale à 

a m ou plus grande que a m, alors la différence des limites de x sera 
égale h a ou plus grande que a ; donc x aura au moins deux valeurs 
consécutives h , /< -f- 1 ; et puisque m est impair , les deux valeurs cor- 
respondantes de b , tirées de l'équation b— A — mx , seront l’une paire, 
l’autre impaire. En prenant la valeur impaire, le nombre a sera aussi 
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impair, puisqu'on a a — b- f-ax; on pourra donc résoudre les équa- 
tions (i). Donc pour que le nombre A soit décomposable en quatre 

polygones de l’ordre m -f- a, il suffit qu’on ait > a m , 

ou A > mi' ( t/8 -f- y'O)' , ou plus simplement A > aSm 1 ; ce qui s’ac- 
corde avec l’énoncé du théorème. 

On voit que ce théorème est d’une grande généralité , puisqu’il 
s'applique à tous les nombres plus grands que la limite a8/n ! , et qu’il 
suppose seulement que l’ordre des polygones, désigné par m -f- a , 
est impair. 

• 

• 

( 3 0) Théorème VI. « m étant pair, tout nombre impair A > 7m 5 , 
» sera decomposable en quatre polygones de l’ordre m - f- 1 ; et tout 
» nombre pair A- 1- 1 > jnt 1 sera decomposable en cinq polygones dont 
» un sera égal à l'unité. » 

En effet , si A est impair et m pair , il résulte immédiatement des 
équations (a) que b et a sont des nombres impairs, quel que soit x ; 
ainsi la solution sera toujours possible s’il y a une valeur de x comprise 
entre les limites requises , c'est-à-dire si les limites de b different 
cntr'elles d'une quantité plus grande que m. On devra donc avoir 

Cm) ~ \/ (v) > m ’ ce T li donne A > 7 m '- 

Quant à la seconde partie du théorème , elle suit immédiatement 
de la première , puisqu’en retranchant 1 du nombre pair donné , 
on a un nombre impair qui est décomposable en quatre polygones de 
l’ordre //i-J-a. « 

(31) Théorème VII. « Sim est pairement pair ou de la formel, 
» tout nombre pair A > a8m 5 sera décomposable en quatre polygones 
» de l'ordre m - f- a. u 

Car puisqu’on a a = A — ( m -4- a ) x, s’il y a deux valeurs x = h , 
x = h -f- J , comprises entre les limites qui conviennent à x , ou si 
l'on a A > a8m’, et qu’on appelle a , a, les deux valeurs correspon- 
dantes de a , on aura a — s* — a = 4 n — 2 ; donc des deux 
nombres a , a', il y en aura un impairement pair, et la solution sera 
possible. 

(3a) Théorème VIII. h Si m est impairement pair ou de la forme 4 n ~h 3 > 
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» tout nombre impairemcnt pair A > 7 m' sera décomposable en quatre 
» polygones de l’ordre m -f- 2. » 

Car puisqu’on a a -=A — (m — 2 ) x , et que m — 2 est de la forme 
4 n, le nombre o sera impairemcnt pair, quef que soit x. Il suffît donc 
que x ait une valeur , c’est-à-dire qu’on ait A > 7m’, et la solution sera 
toujours possible. 

Au moyen de ces propositions, il est démontre que tout nombre A 
qui passe une certaine limite, est décomposable en quatre polygones de 
l’ordre m-f- 2 , excepté seulement le cas où m -f- a et A seraient l'un et 
l’autre divisibles par 4- Or ce cas même peut être réduit' à la moitié de 
son étendue par la proposition suivant. 

(33 ) Théorème IX. « Si m est impairement pair , ou de la forme 

» /fin + a , tout nombre pairement pair tfA' > 28/H 3 sera décompo- 
» sable en quatre polygones de l’ordre m •+- 2 , pourvu que A' — m 
» soit impair. » • 

Car puisqu’on a a — /\A' — ’4 m'x et b = /fA' — ax , si l’on fait 
; a =s a' et | b = b', la résolution des équations (1) pourra être donnée 
par celles des mêmes équations où l’on metlrait/i' et b’ à la placé de a eti; 
alors 011 aurait 

a — A' — m'x , 
b' — 2 a' — x. 

Or puisqu’on suppose A’ — m impair, si on a une valeur impàire dex, 
les nombres a' et b ' 'seront impairs, et on pourra résoudre les équa- 
tions (1). Il suffit donc pour cela que les limites de x diffèrent entre 
elles de deux unités au moins, ce qui aura lieu si on a 4 A'^> 28 m'. 

11 est inutile de pousser plus loin ces recherches , puisque s’il existe' 
des cas où un nombre pairement pair qui surpasse la limite 28 ni 3 , 
ou telle autre qu’on pourrait assigner , n’est pas décomposable en 
quatre polygones , on est sur que ce même nombre sera décomposable 
en cinq polygones dont l’un sera égal à l’unité. Nous allons faire voir 
maintenant , par un exemple , comment on peut déterminer directement 
les polygones dont se compose uu nombre donné quelconque. 

(34) Soit proposé de décomposer le nombre G484 en huit ou en un 
moindre nombre d’octogones. 

II faut, d’après le théorème général , que A — r soit décomposable 
en quatre octogones, A étant le nombre proposé 6484, et r étant égal 

4 




2 G THÉORIE DES NOMBRES, 

à l’un des nombres o, i , a, 3 , 4 - Or dans le cas de m = 6, les limites 
■de b sont, suivant les formules de l’art. a8 , 

b> y(A-r^Z), b<i+ ✓[î(^-r) + V]. 

On satisfera toujours à ces limites , en faisant dans la première r = o , et 
dans la seconde /• = 4, ce qui donnera 



b>s/ù 48., *<?+ t/(864i l). 



Ainsi on pour/a prendre pour b un terme quelconque de la suite 
8i , 8a , 83 g 4 - 



Pour déterminera:, on a l’équation x — = 1080 — ‘ 



d’où il résulte que 



b + r — 4 



doit être un entier ; ainsi le nombre b devra 



être de l’une des formes 6* +o, i, a, 3 , 4 , auxquelles répondent les 
valeurs /•= 4 » 5 , a , i, o. Cela posé , en se conformant aux limites trou- 
vées , on aura les valeurs de b et r, 'ensuite celles de a: et a, comme 
il suit: 



b = 8i , r =' i , 
6 = 8a, r — o , 
b = 8 4 , r =s 4 , 
b = 85 , r =2 3 , 
b =. 8G , r = a , 
b = 87 , r =■ 1 , 
b = 88 , r = o , 
i = 90 , r = 4 , 
ê = 91 , r = 3 , 
b = g 3 , r = a , 
ê = 93 , r = 1 ’, 
ê = 94 , r = o , 



a: = 1067 , 
.r = 10G7 , 
o: = 10G6 , 
a: = 1066 , 
x = 1066 , 
x =s 1066 , 
x = 1066 , 
x = io 65 , 
x = io 65 , 
x = jo 65 , 
x se= ioG 5 , 
x = io 65 , 



a — aai 5 , 
a = aai6 , 
a = 3316 j 
a == 3217 , 
a = 3318 , 
a "~ 2219 , 
a = aaao , 
a = aaao , 
a = aaai , 
a = 2222 , 
a = 2223 , 
a — 2224. 



. De là se déduisent plusieurs solutions du problème proposé. 

x*. Les trois valeurs impaires de a et b auxquelles correspond la 
valeur r = 1 , donneront trois solutions dont le résultat est que le 
nombre proposé 6484 se forme de quatre octogones et d’un cinquième 
égal à l’unité. 



a*. Les deux valeurs impaires de a et b auxquelles répond la va- 
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lcurr=!S, donneront deux solutions par lesquelles le nombre pro- 
posé se décompose en sept octogones, dont trois sont égaux à l’unit®. 

5 ’. Les deux valeurs inipairement paires de a qui correspondent a 
la valeur r = a , donneront detfx solutions par lesquelles le nombre 
proposé se décompose en six octogones dont deux sont égaux à 
l'unité. 

• . * ^ 

4 °- Les deux valeurs pairement paires de a auxquelles répond la va- 
leur r=4> sont encore admissibles, parce que le nombre a — \b' qui 
en résulte, peut être décomposé en trois carrés. On obtient par là deux 
autres décompositions du nombre donné en huit octogones, dont quatre 
sont égaux à l'unité. 

5 °. Enfin si on voulait déduire trois autres solutions des valeurs de 
a et b qui correspondent à la valeur r=o, on trouverait que ces solu- 
tions ne peuvent avoir lieu, parce que dans ces trois cas le nombre 
a — se rapporte à la forme 4 *( 8 « — i), qui n’est point décompo- 
sable en trois carrés. Nous conclurons de là qu’il u’est pas possible de 
décomposer le nombre donné 6484 en quatre oclogoues seulement, au 
moins tant qu’on prend 6 supérieur à la limite t/( 3 a — a ) — 1. Mais 
il peut arriver qu’en prenant des valeurs de b inférieures à cette limite, 
on trouve des solutions admissibles. 

En effet , les valeurs de b qui répondent à r =0, étant 94 > 8® ® l 
celle qui suit immédiatement est 6 = 76 ; celte valeur donne a = aaia, 
et a — ^ b' = 768 =4 4 - 3 , nombre qui est décomposable en trois carrés. 
On trouve ensui^, par les formules de l'art, ro, que l’une des solutions 
est admissible , puisqu’elle donne s — 43 , l— u = v— 11 ; donc le 
nombre proposé 6484 est égal à la somme des quatre octogones dont 
les côtés sont 43 , 11,11,11.* 

On remarquera que le nombre 6484 > a 8 /n 3 a été choisi de manière 
qu’il ne soit pas compris dans le théorème IX , et cependant il se trouve 
décomposable en quatre octogones seulement. 
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5 III. Méthodes nouvelles pour la résolution approchée des 
équations numériques. - . . 

* « « 

Nous nous proposons de faire voir comment on peut trouver, avec 
tel degré d’approximation qu’on voudra , les racines réelles d'une équa- 
tion proposée , sans qu’on ait aucune connaissance préliminaire de la 
grandeur cl du nombre de ces racines. Les méthodes que nous donne- 
rons pour cet objet , ne supposent que des préparations qui tiennent 
à la nature de ces méthodes , et peuvent s’appliquer directement à 
tonte équation proposée* La première exige cependant qu’on con- 
naisse une limite supérieure à la plus grande des racines ; la recherche 
de cette limite est donc le premier objet dout nous allons nous occuper. 

Limites des Racines réelles. 

(^ 5 ) Il suffira de chercher la limite des racines positives ; car en 
mettant — x à la place de x, ou changeant les signes des termes de 
rang pair, les racines qui étaient négatives deviendront positives à leur 
tour j de sorte que la règle trouvée pour les racines positives, s’appliquera 
également, mutatis mu tandis, aux racines négatives. 

Soit l’équation proposée du degré n , 

x * d; w 4 ,.x J '~' db A % . r* - * ± AyX’~' i d= = o 

dans laquelle 1 est le coefficient du premier terme, et A, est le coeffi- 
cient du terme affecté de la puissance pour avoir la limite supé- 

rieure des racines réelles et positives , il faut distinguer deux cas. 

1°. Si le second terme a un coefficient négatif qui ne soit surpassé 
par aucun des autres coefficiens négatifs ; je dis que ce coefficient , 
augmenté d'une uuité , sera plus grand que la plus grande racine 
positive. 

En effet , si une valeur positive de x pouvait être plus grande que 
1 -f- A, , ce serait dans le cas où fous les coefficiens seraient négatifs 
et égaux à A x , eusorte que l'équation à résoudre fut 

x' — A,x'~' — A,x*~‘ — A,x '~ 3 .. .... .— A, — o. 
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Mais dans ce cas même , si l’on fait x = i -f- A,, on aura a:" — A,x*~‘ 
— x ‘~' , x M 1 — A, je" - * = x" - * , etc. ,. de sorte que le premier membre 
se réduit à ■+■ 1 ; donc 011 a toujours x < 1 + A,. 

2 0 . Si le plus grand coefficient négatif n'est pas celui duseeond terme, 

< t 

soient A , et A , , les deux coefficiens négatifs pour lesquels \/ A, et f A t 

sont les plus grands possibles; je dis qu’on aura toujours x< 1/ A(~\- f A K . 

En efl’ct , soit a le plus grand de ces deux radicaux , et b l’autre ; il 
n'y aura, par hypothèse , qtfun seul terme négatif de l’équation repré- 
senté par — ijx m ~' ; tous les autres qu’on peut représenter généralement 
par — c’x^', seront tels qu’on a c = b pour l’un au moins de ces termes , 
et c < b pour tous les autres. Donc l’hypothèse qui rend x le plus grand 
est celle où l’équatiou à résoudre serait 



x" — bx“~' — b % x *~ % — i’x"— 3 . . . . 
— x"~' '(«' — b') 



■)=- 



• . , /x B — b*\ * 

Le premier membre se réduit à* ,; — x* - ' ( a ' — b') — b {-—-g- J , et si 

l’on fait x— a-t-b, il devient 

^ + -J- ( « + *)-' [{a+by-a g=£)] , 

quantité toujours positive, puisqu'on suppose b , et qu’on a en 
général (a-f- i)'> a Q-g~p)' Donc la plus grande racine positive de 

t I « 

l’équation proposée est .plus petite que a-\-b, ou < - f- y/A w . 

Si l’équation proposée n’avait qu’un seul terme négatif — A t x“~ k f 

la limite de x serait simplement \/ A k , ce qui peut se vçriGer immé- 
diatement. 

Définition des Fonctions omales. 



( 36 ) Nous appellerons fonction omale de x , toute fonction qui a la 
propriété d etre toujours croissante ou toujours décroissante à mesure 
que x augmente d^ns le sens positif, depuis x = o jusqu’à ,r= ». 

Nous supposerons toujours x positif.) et cependant la fonction omale , 
considérée comme l’ordonnée d'une courbe , pourrait être positive dans 
une partie de la ligne des abscisses , et- négative dans l’autre ; mais 
nous ne considérerons que les fonctions omales qui demeurent cons- 
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tammenl positives pour toute valeur de x , depuis x = o jusqu’à 

JC— 00 . 

11 suit de notre définition, que pour toute fonction otnale p(x), le 
coefficient «différentiel ~~~ est toujours de même signe, depuis x—o 

jusqu'à x=x>. Il sera positif pour les fonctions omales croissantes, 
et négatif pour les fonctions Omales décroissantes. 

(37) On peut donner, comme exemples des fonctions omales, les 
valeurs suivantes de 9 (x) , dans lesquelles nous supposons tous les coeffi- 
ciens positifs. 



<p(x) 

<p(x) 



Ax~ ■+• Bx~-' 4- Cx—' -f K , 

Ax m 4 - Bx — ■ 4 - K 



« + 

p(x) = 1 + 



■Z + ï 



-f- etc. 

_^_ 4 _ 

a4'- c ~* + x e + x 



La première et la seconde sont croissantes, l'une depuis p(o) = K 
jusqu'à $ (00 )= ao , l’autre depuis ^(o)=ï o jusqu’à ^(» ) = 00 ; la troi- 

sicme décroît continuellement depuis 'p(o) = 1 4* — 4- j 4- — jusqu’à 
p(oo) = i. 

Si on trace la courbe qui a pour équation y=$(x'), cette courbe 
montera ou descendra graduellement, depuis la première ordonnée p(o) 
jusqu'à la dernière ?(oo ) , ensorte que la meme ordonnée ne pourra 
jamais répondre à deux abscisses différentes. 

Donc c étant un nombre positif donné compris entre 9(0) et p(ao), 
l’équation £ = $(x) aura toujours une racine positive, mais elle n’en 
pourra avoir qu'une. 

Si c n’était pas compris entre les limites $(o) et $(ao l'équation 
c — tp(x) n’aurait aucune racine positive. 

Résolution de f Equation otnale c = <p(x). 



( 38 ) Imaginons qu’on décrive la courbe dont leqq^lion est y—$(x) t 
et supposons d'abord que la fonction <p(x) soit croissante, et qu’en même 
teins la courbe soit concave vers Taxe. 

Soit A le premier point de celte courbe, où l'on ax=o, j=p(o). 
A la distance c de l’axe des x menons la droite CM parallèle à cet 
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axe, laquelle rencontre en C l’ordonnée prolongée du point A, et en 
M la courbe CM ; il faut déterminer l'abscisse du point M qui sera 
la valeur de la racine cherchée. 

Pour cela, menons en A la tangente Ak , qui rencontre en k la 
droite CM, et appelons k l'abscisse du point k ; nous aurons, en 

supposant — P'(ar), 

l _ £^-P(o) 

<* — f'(o) 



Par le point k menons une perpendiculaire à Ck , qui rencontre 
la courbe en n; au point n menons la tangente nk 1 , qui rencontre 
en k' la droite CM j si on appelle k' l’abscisse du point A', on aura 
de uouveau 



k’ = A- + 



C— »(*) 



Déterminant de même A' par l’équation 



k’ = k + 



*—» (*') 

f’C'O ' 



et ainsi de suite, il est évident que la limite vers laquelle convergent 
les termes de la série croissante A, A', A", etc. sera la valeur cher- 
chée de x. 

On voit donc que pour résoudre l’équation omale c = <p(x ) , il fau- 
dra calculer successivement les quantités A, A', A", etc. d’après les 
formules 



A = 



ÿ'(°) 



k = A + 
k'= A' + 



• — » (* 

"WF 




etc. 



et la dernière des quantités A , k, A", etc. , ou la limite vers laquelle 
elles tendent , sera la valeur de x. 

(3g) 11 est bon de remarquer, î*. que les premiers termes de la 
Suite k, k. A", etc. n’ont pas besoin d’être calculés très-exactement; 
ce n’est que lorsqu’on est parvenu à deux termes peu diflerens l'un 
de l’autre , qu’il importe de continuer le calcul avec toute la précision 
qu'on veut obtenir dans le résultat. 
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2 °. Que si on sait d'avance que x doit être > k , alors il faudra 
supprimer la première des équations de l’article precedent, et partir 
de la valeur donnée A pour déterminer toutes les autres k, A", etc., ce 
qui abrégera le calcul. 

Fig. a. (4«) Supposons maintenant que <p(x) soit «ne fonction décroissante , 
telle cependant qu’on ait ç(o) égale à une quantité finie j alors la 
constmction se fera comme elle est indiquée dans l^figure a ; et parce 
que <p'( r ) devient négatif dans ce cas, les formules pour calculer 
successivement A, k', k', etc. devront être écrites comme il suit : 






/. *(°) — C 

* — — TfôT». 

k i j. »(*> — c 

— + _f(*) » 

b"— V , «('O — c 

etc. 



On fera d’ailleurs, pour ce cas, les mêmes observations que dans 
l’article précédent. 

, • 

(40 Un troisième cas à considérer est celui où la fonction p(x) 
est décroissante , mais telle qu’à l’origine des x, on ait p(o)= oo . Dans 
ce cas, il faut qu’en supposant x infiniment petit, la valeur de p(a’) 
se réduise à la forme Ax ~' "+ etc. On aura donc Ax~ m <Cc, et par 

conséquent x> ÿ' Cela posé, il faut prendre A= et par- 

tir de la première valeur jr=A - pour calculer ensuite les termes k, k", etc. 
par les formules de l'article précédent. La limite de ces termes sera 
la valeur cherchée de" x. 

Il peut y avoir d’autres cas que ceux qui sont représentés par les 
figures i et a ; nous les examinerons ci-après , article 76. 



Méthode pour avoir la plus grande Racine positive d'une équation proposée. 

(40 Pour écarter toute difficulté étrangère à notre objet, nous sup- 
poserons constamment que l’équation proposée n’a point de racines 
égales , et quelle n’est point divisible par x. Cela posé , on com- 
mencera par déterminer la limite supérieure des racines positives. 
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comme il a été dit dans l'article 35. Soit <t cette limite; on aura donc 
la racine cherchée x < a.. 

Si on fait passer dans le second membre de l'équaliou proposée tous 
les termes négatifs , cette équation prendra la forme suivante : 

jc* -f- -^-f- -j- elc.^ = ax"~ k -f- ix* - * - ' -f- cx"~ k ~‘ -f- etc. , 



où tous les coelïiciens sont positifs et où il faut observer que les 
deux polynômes ne peuvent être complets, sans quoi la même puis- 
sance de x se trouverait à-la-fois dans les deux membres. 

Cela posé, -si l’on fait 



<p(x) = 



+ bx"~’ *- ' + etc. 

,+ i + £ + r- + etc - 



la fonction p(x) sera une fonction omale croissante de x, et on aura 
à résoudre l'équation x*=p(x). .. 

Pour cela supposons que l’on construise suc lu même ligne des Fig. 
abscisses, et dans le sens positif seulement, les deux courbes dont les 
équations sont y — x", p(x); désignons par K le point d’intersec- 

tion de ces deux courbes qui répond à la plus grande racine x=r; 
la racine r étant plus petite que a, si on fait x — a. dans p(.r), on 
aura une ordonnée Q(a.) plus grande que l’ordonnée r" du point P ; 
car p(x) étant une fonction omale croissante, si l’on a *>#•, il faut 
qu'on ait aussi <p(r) , ou £(«)>/•". 

* Soit nie point de la courbe j = <f(x) qui répond à l'abscisse x=a; 
si on mène par le point n une parallèle à la ligne des abscisses qui 
rencoutre en ni la courbe _y = x*, l'abscisse correspondante au point 
m étant nommée a', l'ordonnée en ni sera («')’; ainsi on aura (a')*=^(a), 

et par conséquent a'= 

Comme on a ^(a) > r*, il s’ensuit qu’on a aussi a'>r; mais a' est 
plus approchée de r que «. ’ „ 

L’abscisse a' détermine sur la courbe j =^(x) un second point ri 
dont l'ordonnée est Ç(a'); si par ce point on mène une parallèle à la 
ligne des abscisses qui rencontre en ni' la courbe jr r= x*, l'abscisse 

correspondante au point ni' étant nommée tt‘‘, on aura a"=p^;a'), 
et l’abscisse a!’ sera encore plus grande que celle qui répond au point 
d’intersection P, mais elle doit en approcher plus que 



5 




Î4 THÉORIE DES NOMBRES. 

II est inutile d’eutrer dans de plus grands détails, et on voit qu’en 
partant de la limite supérieure si on calcule les termes suc- 

cessifs et', et", etc. par les formules 

*'= » a " — = V <?(«■") , etc. , 

la plus grande racine positive r de l’équation proposée sera la limite 
vers laquelle convergent les termes de la série décroissante et , et’, 
a", etc. 

Cette suite devra être plus ou moins prolongée, selon qu’on veut 
obtenir une plus ou moins grande approximation ; mais erl* général la 
convergence deviendra manifeste après un petit nombre de termes. 

(4^) Les premiers termes de la suite a , et', et", etc. pouvant être 
fort éloignés de la racine que l'on cherche, il ne sera pas nécessaire 
de calculer a\$c beaucoup de précision ces premiers termes; mais lors- 
que deux termes consécutifs commenceront à différer peu l’un de l’autre, 
il faudra augmenter progressivement le nombre des décimales, jusqu’à 
ce qu’on obtienne d|px termes consécutifs qui ne diffèrent que dans 
l’ordre de décimales qifon veut négliger. Pour parvenir plus prompte- 
ment au résultat , on pourra employer le moyen suivant. 

Désignons par et, et, a." les trois dernières valeurs approchées de r; 
aux points de l’axe qui correspondent à ces abscisses, mpnons des or- 
données p, p , p" égales respectivement aux distances nui , m'n", 
qui ont pour expression a* — $(et) , «'■ — , a"' — <p(a") ; faisons 
passer une courbe parabolique par les extrémités de ces ordonnées, 
et soit y = A — Dz -f- <73* l’équation de cette courbe, z étant l’abscisse 
comptée du point où x = et. On aura, pour déterminer A , B , C, le* 
équations 

p ss A , 

p' = A — B(et — et') -f- C(et — »')*, 

# f— A — B{ct—a") + C{et — a")*. 

Faisant ensuite ^ = o, on aura 

a A 

~ b+ s/yr-i^AC) » 

d’où l’on tire l’abscisse cherchée du point d'intersection rsza z. 
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(44) Si l’équation proposée ne devait avoir aucune racine posilivc , 

on trouverait que la suite «, a', a" 1 , etc. n’a point de limite, et 

que les termes décroissent successivement jusqu’à devenir nuis. On n’en 
conclura cependant pas qu’il y a une racine égale à zéro, car cette 
racine est toujours exclue. 

On peut d'ailleurs , pour abréger le calcul , chercher d’avance 
la limite inférieure des racines positives. Il faut pour cela faire 

Jr = ^ , et après avoir trouvé , par la méthode de l'article 35 , la li- 
mite supérieure de 5, qu’on appellera A, on en conclura que la plus 
petite valeur positive de x est > Donc, dès que la suite a, 

<*•", etc. descendra jusqu’à un terme < ^ , on sera sur que la racine cher- 
chée n’existe pas. Ce procédé s'applique au cas où, ayant déjà déter- 
miné toutes les racines positives r, /•', d', r"', etc., la recherche d'une 
racine de plus doit conduire à une impossibilité. 

Manière de trouver les autres racines positives de la même équation. 

(45) La plus grande racine r étant trouvée, nous chercherons d’abord 
celle qui la suit immédiatement par ordre de grandeur, et que nous 
désignerons par r'. 

Pour cela, le moyen le plus simple est de revenir à l’équation pri- 
mitive ^= 0 , et de diviser son premier membre par x — /•; on 
aura l’équation du degré n — 1 qui contient les autres racines, parmi 
lesquelles celle que nous cherchons maintenant , et que nous avons 
désignée par r\ est la plus grande. 

La nouvelle équation à résoudre pourra être mise sous la forme 
x’ -1 = 4(x), 4 (æ) étant une fonction omalc de x. On procédera donc 
à sa résolution par la même méthode qui a été suivie pour l'équation 
x" = $(.r), et en observant que la limite des racines est connue d'avance, 
puisqu’on doit avoir /■’< r. 

Il est clair qu’en continuant ces opérations on trouvera successive- 
ment les autres racines positives r”, r ,w ,elc. , s’il en existe : et lorsque 
la racine cherchée n’existe pas , le calcul en manifestera de lui-même 
l'impossibilité, comme nous l’avons remarqué dans l'article 44- 

(46) La division de l'équation proposée par x — r peut s'exécuter 
de la manière suivante. 
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En prenant la même valeur de $(x) que dans l’article 4 3 > l'équation 
proposée x* = $(x) , exprimée de la manière ordinaire, est 



x’ -f- ’ -f- S x °~' •+■ etc- = «x* _ * -f- bx‘~ k ~' + ex" - * * -f- etc. 



Soit le premier membre =/*(x — /•)-+-/> , et le second =Q(.r — r)- f— </, 
p et fj étant les restes de la division des deux membres par .r — r; 
puisque la valeur x = /• satisfait à l’équation, on devra avoir p=tj , 
et par conséquent l’équation du degré n — x qui i-este à résoudre , 
est P *= Ç. 

Soit • 

P = x* -1 -+- /’x"-* -f- g'x“~ 3 + /i'x* -4 -f- etc. y 
Q = u'x*-?— ’ + b'x’~ Î-* -f- cx’~ ir * -J- etc. } 

on aura évidemment 



f' = f + r, 

g ~ g + / '■» 

h' = h + g> r , 

etc. 



a' — a, 

V = b + a'r, 
c' = c + b'r t ■ 
etc. 



Nous aurons donc l’équation 



x*- , -f-/'x ,- *4-£ , x"- 3 +etc. = o’x 1 — ‘-'-l-i'x—'-'-f-c'x— *“ 5 + etc. , 

que l’on peut mettre sous la forme x* -1 = ^,(x), en prenant une nou-- 
vclle fonction ornale ÿ,(x) , ainsi exprimée : 



<P,(x) = 



a'x"~ k 1 -f* b' x m ~ 4* c'a* - 1 ” 5 4- etc. 
1 +£+*? + e,c - 



Il faut observer cependant que comme le polynôme x*—' -|- f x % ~" * 
+ yx* -5 + etc. , contiendra nécessairement toutes les puissances de x 
inférieures à n — 1 , il y aura des réductions à effectuer entre les derniers 
termes de ce polynôme et ceux du polynôme a'.x ’~ * — 1 -f- b'x '~ *~ * + etc: 
En général, dans la valeur de p,(x) il faudra réduire le terme 3/x"“*— 
pris dans le numérateur, avec le terme Nx ~ *~ 1 pris dans le dénomi- 
nateur, et porter la différence des coefliciens où il y aura excès , 
c'est-à-dire mettre (.1/ — 1 dans le numérateur, si on a 3/>iV, 
et (jV — , l/)x-*-‘ dans le dénominateur, si on a M<^N. 

Celle opération étant faite, on aura à résoudre l’équation x"-’=<p, (•*■)»- 



Digitized by Google 



SUPPLÉMENT. 5y 

dont on sait que la pins grande racine /•' doit être <r. Connaissant 
cette seconde racine /, on procédera semblablement pour avoir la 
troisième r", et les suivantes, s'il y a lieu. 

(47) La méthode que nous venons d'indiquer s'applique de même 
aux racines négatives ; ainsi on peut trouver par son moyen toutes les 
racines réelles d’une équation numérique : peut-être cette méthode est- 
elle ce qu'on peut proposer de plus simple et de plus général pour la 
résolution des équations numériques, au moins tant qu’il n’y a pas de 
circonstance particulière qui puisse aider à trouver les racines. 

On pourrait, sans changer la forme de l'équation proposée x"=p(x), 
trouver successivement toutes ses racines, au moyen d'une construction 
géométrique qui ferait connaître les divers points d’intersection P , P' , 
P", etc. des deux courbes jr — x’, y=^(x) ; mais la détermination du 
second point P', et en général de tous ceux qui ont un rang pair, 
serait beaucoup moins facile que celle du premier point P et de tous 
ceux dont le rang est impair. Et puisque tout embarras peut être évité 
par les divisions successives ou les opérations équivalentes que nous 
avons indiquées , nous nous abstiendrons d'entrer dans d'autres détails- 
sur ces recherches. 



Seconde méthode pour la résolution des équations numériques , 



(48) Etant proposé l’équation du degré n , 

x * -J- Jx‘~ l -f- gx’~' -f- ir*" ! -f- etc. — o , 

dont nous désignerons le premier membre par f\x ) , prenons urc 
nombre n de facteurs 1 -f-x, a-f-x, 5 -f- x,. . . .« -H-* - » et supposons 
que le premier membre soit divisé par le produit de tous ces facteurs f 
on aura d'abord le quotient 1 égal au coellicicnt du premier terme , 
ensuite on pourra supposer que le reste est décomposé en fractions 
partielles, de manière que l'équation proposée prendra la forme 



(0 

1 -f- X 



0 ») 

u -+* x 



+ 



(3) 

3 q-x ' *’* ’ 



(») 

rt-f-X 



O» 



dans laquelle (1) , (a), (3), etc. sont des coefficiens qu’on déterminer» 
de la manière suivante. 
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Soit en général x+ A l’un des facteurs x + i , ï + + 

et Q(x) le produit de tous les autres; on pourra faire 



F(-r) 

(r + k)Q(_x) 



W , P 

x + k ^ ÇW » 



ce qui donne A = + Soit , dans cette équa- 

tion , x = — k, on aura 

(k) - . 

W ~ {>(— A) ’ 



c'est l’expression générale du numérateur de la fraction partielle qui 
a pour dénominateur A-|-x. 

Dans cette expression , Q(— k) est le produit de tous les facteurs 
(i — A) (a — k) (3 — k ). . . .(» — k ) , excepté celui qui devient zéro pour 
une valeur déterminée de k. Ainsi on aura successivement 



Q( — i) = i.a.3 . ...» — t, 

Q(—>) = - drr <?(-'), 

«-?) = <?(—), 

«-fl--=dSr=3«-0. 

etc. 



De sorte que Q ( — k) sera positif pour toutes les valeurs impaires de k, 
et négatif pour les valeurs paires. 

Si F[x) reste constamment positif pour toutes les suppositions x = — î, 
— a, — 3.... — », il est visible que le coefficient (A) aura le même 
signe que Q( — A), c’est-à-dire qu’il sera positif pour toutes les valeurs 
impaires de A , et négatif pour toutes les valeurs paires. 

Le contraire aura lieu si JF\x) reste constamment négatif dans toutes 
ces suppositions. 

Mais cet ordre sera troublé si F\x ) ne conserve pas le même signe, 
dans les diverses suppositions x = — 1 , — a, — 3..... — n; en gé- 
néral, si F\ — A) et FÇ — A-f-i) sont de signes contraires, ce qui in- 
diquerait une racine négative entre x = — A et x = — A — î, les 
coetliciens (A) , (A-f- î) seront de même signe; et ils seront toujours 
de signes diQcrcns si F ( — A) et F ( — A — i) sont de même signe. 
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A A' J* 

(49) Désignons en général par 7^, 7^7, etc. les termes 

, dans lesquels (k) est positif, et par -7^-7, — 7^7, 
B" 

— ÿ_l_ x , etc. ceux dans lesquels ( k ) est négatif ; si on fait 

*M = ^ + ï^ + ^+" c -- 

,, v B . lï , B’ , 

4W = r+i + F+i + TO 4 - clc -» 

l’équation proposée se réduira à la forme 



1 4- <pC*0 = 4(*) » 



où p (a:) et 4 -( Æ ) sont deux fonctions omales décroissantes de X. 
Cette équation peut aussi être représentée par 



1 + j-^Tx = fbTï » 

en désignant par Ç a ^ la somme des termes qui composent $(x ) , et 

/ » JJ 

^ une somme semblable pour 4( Jt ')- 



Suivant ce qui a déjà été dit, on voit, 1°. que les diverses valeurs 
de a seront tous les nombres impairs, et les diverses valeurs de b tous 
les nombre^ pairs moindres que n, si F[—k) est constamment posi- 
tif; a”, que Tinverse aura lieu si F\ — k) est constamment négatif; 
5 *. que cet ordre ne peut être troublé que lorsque F[ — k) et F( — i — 1) 
sont de signes différens, auquel cas les deux termes qui ont pour dé- 
nominateurs ê+j:. A- — (— 1 — f— appartiennent aune même fonction 

ou -JC*)- Donc quand il arrive que deux dénominateurs consé- 
cutifs À-f-JC, A-f-i-f-x se trouvent dans la même fonction p(x) ou 
4(-r), on en doit conclure qu'il y a unfe racine négative entre — k 
et x~ — k — 1. C’est d'ailleurs ce qu’on peut démontrer immédiatement. 
En efl'et, supposons, par exemple, que dans $ (ar) se trouvent les deux 
A“ A m 

termes [- - - — ; si on fait successivement 3 — a». 

x=z — 44“*'» ® étant infiniment petit, on obtient deux résultats, 
dont l’un est infini positif et l’autre infiui négatif. Donc il y a une ra- 
cine entre — 3 et — 4 - 




Fig. 

et 



Fig, 4. 
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(50) Maintenant pour procéder a la résolution de l’équation ainsi 
exprimée par deux fonctions omales simples , il faut imaginer qu'on 
construise , dans le sens des x positifs seulement, les deux courbes qui 
ont pour équations y— i-t-p(x), o y=4C r ) » elles diverses intersections 
de ces courbes donneront les diverses racines positives qu’on veut dé- 
terminer. Prenons d’abord une idée de la ligure de ces courbes. 

4 Soit OX la ligne des abscisses commune aux deux courbes, O l’ori- 
gine des x ; la première et la plus grande ordonnée de la courbe 
y — 1 -|-<p(.r) est représentée par OA as 1 -f-ip(o). Passé le point A , 
l’ordonnée diminue de plus en plus, à mesure que l’abscisse augmente; 
elle finit par être égale à 1 , lorsqu'on fait x — <x>. Ainsi en prenant 
OC= 1 , et menant par le point C une parallèle à la ligne des abscisses, 
cette parallèle CL sera l’asymptqfe de la courbe y — 1 -f- p(x). 

L’antre courbe y — 4 (- r )> représentée par BPL, a pour première 
et plus grande ordonnée BO=. 4(0). Passé le point B , l’ordonnée 
diminue continuellement et devient zéro lorsque x = 00 . Cette courbe 
a donc pour asymptote la ligne des x. 

(51) De cette description sommaire on peut déjà tirer plusieurs 
conséquences relatives au nombre et à la limite supérieure des racines 
positives. 

i°. Si l’on veut déterminer le point L où la courbe y — -4- (•*") ren- 
contre la droite CL qui est l’asymptote de l’autre courbe_y'=i +?(•*).» 
il faudra résoudre l’équation omale # 

1 = 4 (x). 

Soit A la valeur de x tirée de celte équation , par la méthodé de 
l'art. 4° > '1 est évident que s’il y a des intersections entre les deux 
courbes , elles ne peuvent avoir lieu qu’en deçà du point L. Donc A 
est plus grande que la plus graude racine de l’équation proposée. 

Si doue l’équation proposée doit avoir ni racines positives , il faut 
que l’arc BL soit coupé en m points par l’autre courbe. Ces intersec- 
tions ne peuvent guère être rendues sensibles dans la construction 
graphique des deux courbes , convexes d’un même côté , à moins 
d'opérer sur une très-grande échelle ; mais il suffit pour notre objet 
d'en concevoir la possibilité. 

a”. Si l'ordonnée du point B est plus grande que celle du point A t 
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e'est-à-dire, si l’on a 4 (o)> i + $ (o), il y Hura nécessairement au 
moins une intersection. En général le nombre Iles intersections, qui est 
celui des racines positives de l’équation proposée , devra être impair , 
puisque la courbe BL, qui d'abord est élevée au-dessus de l’autre 
courbe , passe nécessairement au-dessous dans la région du point L. 

5". On ne peut avoir 4 (o) = « + <P (o) , c'est-à-dire que le point B 
ne peut pas coïncider avec le point A , parce qu’alors on aurait la 
racine x=ao, cas qui .est exclu, ainsi que celui où l’équation proposée 
aurait des racines égales. 

4“. }1 ne reste donc à considérer que le cas de 4 (o) "O -f-p(o). Alors Fig- 5. 
le point B étant situé au-dessous de A , s’il y a une première intersec- 
tion, il y en aura nécessairement une seconde, et en général le nombre 
des intersections devra être pair. 

5°. S’il arrivait qu’on eût S' - (o) < i , le point B tomberait au-dessous 
de C; il n’y aurait donc alors aucune intersection, ni par conséquent 
aucune racine positive. 

(5a) Voici donc les symptômes des differens cas généraux qui peuvent 
avoir lieu. 

»• 

i*. Si l’on a 4 (o) > i + $ (o), l’équation proposée aura au moins une 
racine positive ; elle pourra en avoir trois, cinq, et en général un nombre 
impair. ‘ . • 

a*. Si l’on a 4 (o) < i -+- <p (o) , l’équation proposée n’aura aucune 
racine positive, ou elle en aura un nombre pair. 

5*. Si l’on a 4(o) < i , l’équation proposée n’aura aucune racine 
positive. 

Venons maintenant à la résolution effective de l’équation proposée: 
elle consiste à déterminer les valeurs numériques des racines positives, 
ou à prouver qu’il n’existe aucune de ces racines. 

11 y a deux manières de faire ces calculs ; l’une en commençant par 
la plus grande racine, l’autre en commençant par la plus petite. Nous 
allons exposer ces deux moyens successivement. 

r * f 

Recherche de la plus grande racine. 

(53) On connaît déjà la limite X de la plus grande racine , par la 
résolution de l’équation omalc i = 4 (>*) ; cette limite est l'abscisse Fig. S. 
du point L. 
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Soit k le point de la*cpurbc 7=« -f ? (x) qui a la même abscisse 
que le point L ; si par le point k on mène une parallèle à l'axe qui ren- 
contre en i la courbe j '=4 (•*)> e * gu' 01 * appelle a. l'abscisse du point i, 
on déterminera a en résolvant l’équation i -t- <p (A) = 4 (*). 

Soit ensuite k' le point de la courbe Pk qui a la même abscisse que le 
point i, et dont l’ordonnée est par conséquent i -f- Ç (a) ; si par le 
point k' on mène une parallèle à l'axe qui rencontre en «” la courbe 
jr= -J, (x) , et qu’on appelle a l'abcisse du point j y , on déterminera a 
par l’équation 1 (a) = 4 (a'). 

De là ou voit qu’il faut calculer successivement les quantités 'A, a, 
a', x, etc. par la résolution des équations 

, =4 (A); 

1 -f- <p (A) = 4 (*) » 

1 -t- <P (a) = 4 (*') f 

1 + <p (a") as 4 (a") , 
etc. , 

et le dernier terme de la suite décroissante A, », a", etc. sera la 

valeur de la racine cherchée r. 

Nous remarquerons comme ci-dessus , que le calcul des termes 
A , a, a', a! 1 , etc. n’exige beaucoup de précision que lorsqu’on est parvenu 
à deux termes consécutifs très-peu différées l’un de l'autre. 

Nous remarquerons encore qu’au moyen du dernier terme trouvé, qui 
approche déjà beaucoup de la valeur de x, ou peut achever le calcul de 
la manière suivante. 

Soit p ce dernier terme, etsoitx=p — en, ai ne pouvant être qu’une 
très-petite quantité, si on substitue cette valeur dans l’équation proposée 
t + ? (.r)= 4(x) , le résultat sera de la forme 

t = F a; -f- G»*, 
où l’on a fait, pour abréger, 

* = 1 +<p(p) — 4(ê0. 

F “ /( b + P Y ~ I \a 



> + P) 

G = fw+P? ~ f(a + pF 
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On aura donc, en ne'gligeant seulement les quantités de l’ordre * J , 

F. G.* 

. " — F F s ’ 

et de 1 h x — p — ta. 

Détermination de la plus petite racine. 

(54) Il y a deux cas à considérer , selon que 1 -f- p (o) est plus petit 
ou plus grand que 4 (o). 

Premier cas , 1 -f- Ç (o) < 4 (o). Alors le point A , origine de la Fig. 4- 
courbe y = 1 -j- p (x) , étant situé au-dessous du point 27, origiue de 
la courbe _y = 4 (x), je mène Ab parallèle à l’axe qui rencontre en b 
l’autre courbe. Soit a l’abscisse du point b , on trouvera a en résolvant 
l’équation omale 1 + < p (o) = 4, (a) , et a sera une première approxi- 
mation vers la moindre racine x = rqui est l’abcisse du premier point 
d’intersection P. 

L'ordonnée menée au point b coupe la courbe inférieure eu un point a 
dont l’ordonnée = 1 -+-p(«). Par le point a menons une parallèle à 
l’axe qui rencontre la courbe supérieure en b' ; si on appelle et' l’abscisse 
du point b' , on trouvera a! par la résolution de l'équation 1 -f-p(a) 

= 4(®)' Continuant ainsi indéfiniment, on voit que l’abscisse qui 
convient au point d’intersection P , sera le derniêr terme de la suite 
a , a', a', etc. 

Donc pour avoir la plus petite racine x=r, il faut déterminer 
successivement les termes « , a', a’, etc. par la résolution des équa- 
tions ornales 

1 + P ( o) = 4 (*) , 

1 4- * (a) = 4 (*'), 

j <p («') = 4 ( a 0 > 

etc. , 

* • I * 

et la dernière des quantités croissantes et, a!, a', etc., ou la limite vers 
laquelle tendent ces quantités , sera la racine cherchée x = r. 

(55) Second cas , I +?(o)>4 (o). Alors le point B étant situé Fig. 5. 
au-dessous de A , on mènera par le point B une parallèle à l’axe qui 
rencontrera en a la courbe supérieure Z*. Soit a l’abscisse du point a , 

on trouvera et en résolvant l’équation omale 4 (°) = 1 +?(*)/ et « 
sera une première approximation vers la racine cherchée. 
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L’ordonnée au point a rencontre la courbe inférieure en un point b 
dont l’ordonnée = 4(*)- Par le point b menons une parallèle à 
l’axe qui rencontre en a' la courbe supérieure ; si l’on appelle a,' 
l’abscisse du point a , on trouvera a / en résolvant l’équation omale 
4 (a) =* 1 -f- <p (<*')• 

On voit maintenant, sans entrer dans de plus grands détails, que 
si on détermine successivement les termes a. , a’ , a', etc., par les 
équations 

4 (°) — i = <p(«), 

4 (*) — * = <P (*')# 

4 (*')-,= <p (a*) , 

etc. ; 

le dernier terme de la suite a, a', a", etc. sera la valeur cherchée de 
la plus petite racine x = r. 

(50) Dans les deux cas, la difficulté se réduit toujours à résoudre un 
certain nombre d’équations omales simples , par les formules de l’art. 40 . 
Nous avons d’ailleurs observé que les premiers termes de la suite 
a , a', a’ y etc. n’ont pas besoin d’être calculés avec beaucoup de préci- 
cision ; ainsi, à cet égard, les calculs peuvent être notablement abrégés. 
On voit ensuite par,la nature de ces opérations , que les points a , a ' , 
«'} s’approchent rapidement du point d’intersection P ; de sorte qu’on 
n’aura jamais à résoudre qu’un petit nombre d’équations omales simples. 
D’ailleurs la détermination de la limite pourra être abrégée,' si on le juge 
à propos , par le procédé de l'art. 53. 

11 pourra arriver aussi qu’on sache d’avance que la racine cherchée r 
est plus grande qu’une quantité connue A; dans ce cas, on partira de 
la valeur * = A pour déterminer toutes les autres a', a', etc., ce qui 
abrégera le calcul. 

Nous observerons encore que dans le second cas, il pourrait arriver 
qu’on ne trouvât pas de solution ; alors la suite 4 (*) , 4 ( a< ) » 44 **) > e,c -v 
dont le premier terme est > 1 , en offrirait bientôt un < i , ce qui 
prouverait qu’il n’y a aucune intersection entre les deux courbes, ni par 
conséquent aucune racine positive de l’équation proposée. 

La détermination de la plus petite racine peut être effectuée par une 
suite plus convergente que celle dont nous venons de montrer l’usage; 
mais avant d’exposer celte seconde solution , nous avons à résoudre le 
problème suivant. 
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De l’intersection iT une droite quelconque avec la courbe omale y — 4 (x). • 

(5?) Soit BNG la courte décrite d'après l'équation j' - = 4 ( x )> Fig- 7* 
4 (x) étant une fonction omale simple qu'on peut représenter par 

J ' Soit “F un point donné sur le prolongement de l’ordonnée du 

point iV; si par le point F on mène sous un angle donné NFG, la 
droite FG qui rencontre la courbe au point G , il s’agit de déterminer 
l'abscisse du point G. 

Soit f l'abscisse donnée du point F, la distance donnée FN — c , 
et m la tangente de l'angle que fait la droite FG avec l’axe; si on ap- 
pelle x l'abscisse du point G, on aura pour déterminer x , l'équation 



m 



_ «+*(/)-+(■!■) 
X—f 



Or je remarque qne le second membre de cette équation est une fonc- 
tion omale décroissante de x; car à mesure que x augmente , ou à 
mesure que le point G avance sur la courbe dans le seus des x , il 
est visible que le second membre qui représente la tangente de l'angle 
que fait FG avec la parallèle à l’axe menée par le point Z 1 , diminue 
continuellement. Au reste cette fonction peut être présentée sous une 

/ * B 

r+x’ s * on 

1 B B B (x—f) c . 

oWrve quc _ ==r - ? _ (b+f)(l + x) > ° a P° Um fa,re 



4M =/r4 ?- (*-/)/ü 



\b+f)(b + x)’ 

/ * B 

b ^_ j - est la même chose que 4 (/)■ > l’équation à résoudre 
se réduira à cette forme 

C 



(0 






b+ x 1 



où l’on a fait , pour abréger , C = ^ j - ® 

Comme x doit être plus grand que f , on voit que le second membre 
de celte équation est en effet une fonction omale simple de x , à 
compter de x=.f-, j’observe de plus que cette fonction étant infinie 
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lorsque x —f , et nulle lorsque x = co , l’équation sera toujours’ pos- 
sible, quel que soit m y pourvu qu’il soit positif; c’est-à-dire, pourvu 
que la droite FG soit menée par le point F \ de manière à rencontrer 
l’axe dans la partie indéfinie fX. 

Nous remarquerons encore que si l’on a c = o , ou si le point F 
coïncide avee le point JV, alors l’équation à résoudre devient 

00 m =frh i 

c’est l’équation qui détermine le point d’intersection de la courbe 
y = •*(. ( x) y avec la droite menée par un point N de cette courbe, 
ensorle qu’elle fasse avec l’axe des x , un angle dont la tangente =./». 



(58) Dans le cas où c n’est pas nulle, la résolution de l’équation (i) 
se rapporte à l'art. 4> > et il faudra, pour effectuer la solution , con-' 
naître une première valeur approchée de x. Or puisqu’on doit avoir 

m> -- j -, il en résulte x > J jjj : on peut donc partir du premier 

terme k =f -H ^ , pour calculer successivement les autres termes 
k', k", etc. , dont la limite est la valeur cherchée de x. 



(5g) On peut encore déterminer l'abscisse du point d'intersection G 
par le procédé suivant. 

Par le point N menez une parallèle à l’axe qui rencontre la droite 
FG en /; du point / abaissez une perpendiculaire à laxe qui rencon- 
trera la courbe au point A"; par le point N' menez de même NT 
parallèle à l'axe, puis l’X‘ perpendiculaire, et ainsi de suite. Soit f' 
l'abscisse du point N' , J’ celle du point N", etc., on calculera les 
termes successifs f, f *, etc. par les formules 

/'=/+£. 

, + (/) — 4- (/’) 

J ~ J ~ * m » 

• f»>— f [ 

etc. 

et il est visible que la limite vers laquelle tendent les termes de la suite 
f, f", etc. sera la valeur cherchée de l’abscisse du point G. 
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Cette méthode est plus simple que la précédente; mais elle ne peut 
être employée lorsque c = o; elle ne peut pas letre non plus lorsque 
ni = o , c’est-à-dire lorsque la droite FG est parallèle à l’axe, parce qu’il 
n’y a point d’intersection dans le sens où x est f. 

Seconde manière de déterminer la plus petite racine. 



(6o) Nous supposerons qu’on a - 4 > ( o ) > 1 0 ( o ) , parce que , 

dans ce cas, l’équation i -f- ? (x) = (x) a toujours au moins une 

racine positive. 

Par le premier point B de la courbe y = 4 - (jt) , soit menée la tan- Fig. 
gente Ba qui rencontre en a la courbe jr= i -f- <p (x) , et soit a l'abscisse 
du point a , on trouvera , par la formule de l’art. 5 y , que * est la racine 
de l’équation 

— 4 '(°) == 

dans laquelle on ac=4(o) — i — 9(0), et où la fonction omale 
J 'a{a'+ j) esl ^dinte de la fonction <p (.r)= J' , en divisant chaque 
terme de celle-ci par la valeur correspondante de a. 

On appliquera donc à cette équation les formules de l’art. 40, en pre- 
nant pour première valeur de k , d'après l’art. 4< » k— ■_ . 

Par le point a ainsi déterminé , menez une perpendiculaire à l'axe qui 
rencontre la courbe supérieure en b ; au point b menez la tangente ba qui 
rencontre la courbe inférieure en a\ et ainsi de suite. 

Si on appelle a 1 , a, etc. les abscisses des points a', a", etc., on trou- 
vera que les différons termes a, a', a', etc. se déterminent par la résolution 
des équations successives 



_ +•(.) = -H.)-.-»W + j-± üî±l! 



-4'w = * ( -' ) r-7 m +f ±L a 

, etc. , 



a -f- x 9 

+ »') 
+ x » 



d'où 

d'où 

d’où 



x = a, 



et la limite vers laquelle convergent les termes de la suite croissante 
a'-, a", etc., sera la valeur de la plus petite racine cherchée. 
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Au reste ces formules étant moins simples que celle de l'art. 54, 
nous nous bornerons au cas qui vient d’être résolu, et nous n’examiue- 
rons pas celui où l'on aurait 4 (o) < i + p(o). 

Connaissant la plus grande ou la -plus petite racine positive , déterminer 
toutes les autres. • 

(6i) On pourrait chercher successivement toutes les racines par les 
intersections des deux courbes que nous avons tracées, sans changer 
la forme de l'équation proposée qui détermine ces courbes. Mais il est 
beaucoup plus simple , après avoir trouvé la racine x = r, de supprimer 
de l’équation proposée le facteur x — r, afin d’avoir l'équation du degré 
immédiatement inférieur, qui contient les autres racines, et dans laquelle 
r sera la limite de la racine r qui doit suivre immédiatement r. Voici le 
procédé qu’il convient de mettre en usage pour cet objet. 

Nous avons supposé que l'équation proposée du degré n est divisée par 
le produit ( i -t-x)(a + x) («-f-x), afin de mettre cette équa- 

tion sous la forme i + 9 (x) = 4 (x). Lorsque le degré de l'équation 
se réduit à n — i , on doit donc faire disparaître le plus grand déno- 
minateur n-f-x , afin que le plus grand de ceux qui restent soit n — i-f-x, 
conformément au degré de l’équation. Pour cela il faut multiplier par 
n + x les différens termes de l’équation x — f— ip (x) = 4 (x) , et faire 
ensortc que le produit soit divisible par x — r. 

0r on a éllpl _ dléL±Û + f donc 

a + x o + r (o + r)(a-t-x) 

A ( n — o) 



fait 



a + r 



= i,,on aura 

* (x) = =(* + »•) f~r T + (r - x)f/’ 



+ x 



De meme en faisant - ^ ' = H, , on aura 

4 (*> -fih = + r >ffh + fsh- 

/ * si ■* 

a = ? ( r ) et 

Ç b 'L- — 4 ( r ) , l'équation i -f- <p (x) = 4 (x) deviendra 
n-f-x-t-(/»-hc)ip(r) + (r— x) f = (n+r)4C'') + (''— x ) f 
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Mais puisque la valeur x—r satisfait à l'équation i -f- tp (x) — 4 (x ) , 
on a i -+- p (r) =4 ( ,- ) > effaçant donc dans l'équation précédente les 
termes qui se détruisent, et divisant le reste par / — x, il viendra 

1 + r* = r_4-. 

Cette équation qu’on peut mettre sous la forme i -f- 4i ( x ) = (*) > est 

entièrement semblable à la proposée j mais elle a un terme de moins , 
car par les valeurs des coefliciens A, , B, , on voit que le terme qui 
avait pour dénominateur n-f-x , disparaîtra, soit qu'il appartienne à la 
fonction (x) ou à 4 (x). 

D'ailleurs on doit observer que comme n est le plus grand des nombres 
a et les coefliciens A, et B , seront toujours positifs, de sorte que 
le passage de l'équation proposée i+ç(jc-) = 4 (^),à la suivante 
x 4 i (x) = <Pi (•*) , qui contient une racine de moins , ne fait qu'ôter 
un terme de l’une des fonctions <p ( x ), 4 ( x )) sans en faire passer aucun 
de l’une dans l’autre , comme cela aurait lieu si quelqu’un des coefliciens 
A,, B , devenait négatif. 11 n'y a que le terme constant i qui change 
de signe ou qui passe d’un membre dans l’autre. 

( 6 a) On voit donc que la division de l’équation proposée, par x — r, 
s’exécute par un j^océdé très-simple qui consiste à transposer le terme 

constant i , et à rAnplacer dans chacun des termes —4— et 7 — f , le 
1 r . a-f-x- b-\-x ’ 

coefficient A par , et le coefficient B par 

Maintenant nous n’avons aucune règle nouvelle à donner pour la 
résolution de l’équation 1 ■+• 4i (•*) = <Pt (*)• On appliquera à cette 
équation les formules des articles 54 et suivans ; et sachant d’avance 
que la plus petite racine r 1 est > r, on parviendra plus facilement 
encore au résultat. Après avoir trouvé 1% racine r ' qui est la seconde 
de l’équation proposée , on formera semblablement une troisième 
équation 1 -f- <p, (x) = 4»( x )> qui contiendra les n — 3 autres 
racines. 

On aura donc ainsi successivement , par des équations qui se simpli- 
fient de plus en plus , les diverses racines positives r, /•', /•', etc. de 
l'équation proposée, et ce calcul sera terminé lorsqu’on sera parvenu 
à une transformée qui n’est plus résoluble , ce qu’on reconnaîtra aux 
conditions que nous avons indiquées dans la solutiou générale. 

7 
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( 63 ) La même méthode fera connaître les racines négatives en partant 
de l’équation proposée, dans laquelle on changera le signe de x,et que 
l'on mettra ensuite sous la forme i -f- ;p = (,r). Mais il sera plus 

simple de prendre la dernière des transformées i (x)ssif, (x) , 

i •+■ <p,(x)= 4*( -r ) > etc. , laquelle ne contient plus de racines positives , 
mais peut en contenir de négatives. Pour obtenir celles-ci , on réduira 
cette transformée à la forme ordinaire , débarrassée de fractions , et 
après avoir changé le signe de x , ou lui appliquera la méthode du n* 48 , 
pour la réduire de nouveau à la forme 1 + <p (x) = (x), dont il 

faudra chercher les racines positives.* 

(6<>) Il reste donc à faire voir comment 011 peut résoudre une équa- 
tion qui n’a que des racines imaginaires; mais ce problème est beaucoup 
plus dillicilc que celui qui consiste à trouver les racines réelles, et nous 
11e nous flattons pas que les méthodes précédentes fournissent de grands 
secours pour sa solution. Il est vrai qu’on pourrait trouver les racines 
imaginaires d’une équation du degré n , au moyen des racines réelles 

d’une équation du d"cgré . Mais pour peu que n surpasse 4 » 

l'extrême complication d’une telle transformée et des calculs nécessaires 
pour y parvenir, rend l’usage de ce moyen tout-à-fait illusoire. C’est 
donc dans l’équation proposée elle-même, et non da»s une transformée 
d’un ordre plus élevé, qu’il faut chercher les moyensfl obtenir les valeurs 
numériques des racines imaginaires. Nous avons déjà indiqué, pag. i5i 
du Traité précédent, une méthode qui aurait l’avantage de conduire 
assez facilement à ce but, si on pouvait donner quelques lumières au 
calculateur sur le choix de la première valeur hypothétique de la racine 
exprimée par a -J- £ j/ — 1 ou r ( cos 9 -f \/ — 1 sin él). Mais en atten- 
dant que celte méthode reçoive les améliorations dont elle est suscep- 
tible , nous allons donner lqÿ formules qui, dans l’application de la 
méthode précédente, conviennent au cas des racines imaginaires; et 
d’abord une racine imaginaire étant représentée par r(cos 9 -+-i/ — 1 sin 9 ), 
nous chercherons les limites de la quantité /•, qui est en quelque sorte la 
mesure de grandeur ou le module de cette racine , puisque la valeur 
d’une puissance quelconque ni de .r ne peut jamais surpasser r", mais 
peut en différer aussi peu qu’on voudra. 
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Limites de la quantité réelle qui sort de module aux racines imaginaires. 

( 65 ) L’équation proposée dont toutes les racines sont imaginaires , 
étant désignée par 

x ’ ± A.x*—' dt A k x*-' zh AyX *- 1 -t- A. = o , 

si on suppose x = r( cos 8+1/ — 1 sin 6) , cette équaliou se partage 
en deux autres , savoir , 

r* cos n 0 zfc: A x t*~' cos(n — 1) * cos (n — 2) 0 . . 4 , = o , 

r" sin «6 zb As*—' siu (n — 1) 8zb A,t*~ % sin (n — 2) 9 ... zfc rsin 8=0. 

Multipliant la première par cos «8, la seconde par sin n 8 , et ajoutantes 
produits , on a 

r* dfc A,r*~' cos 6 zfc As *- 1 cos a 9 -f-y/.cos nQ = o. 

Or il est visible que l'hypothèse qui rendra r" le plus grand, est celle 
où l’on aurait 

r“ = A x r*~' -f- A j*-' + A-j *- 1 -\-A k , 

les coefliciens A,, A ,, A s , etc. étant tous pris positivement dans le 
second membre , et alors eu appliquant ce qui a été trouvé dans le cas 
des racines réelles , art. 35 , on pourra en conclure , 

i*. Que si A,, coefficient du second terme , n’est surpassé en grandeur 
par aucun des autres coefficicns A,, Ai A,, on a 

• r < 1 -{-A,. 

1 1 

a*. Que si A t et A k sont les deux coefficiens pour lesquels \/ A, et \é A k 
sont les plus grands , on aura 

r < \/A t -f- )/A k : 

telle est donc , dans ce cas, la limite supérieure de la quantité r qui sert 
de module aux racines imaginaires. 

(66) Pour avoir la limite inférieure de cette même quantité , j’observe 
que l'équation proposée n'ayant , par hypothèse, que des racines imagi- 
naires , son dernier terme A, doit cire le produit de toutes les quantités 
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r*, r'*, r'‘, etc. , qui résultent des différentes couples de racines imagi- 
naires. Soit donc*»- la plus grande des quantités r, /, r", etc., et rf ou / 
la plus petite ÿ on aura 

r > VJ. et f < V 4 * ■ 

le plus grand des modules r doit donc être compris entre les limites 
suivantes : 

r > (/y/. , r < "4- V^k- 

Quant aux limites du plus petit module f , nous n’avons encore que la 
supérieure /> < v/x/, ; mais il est aisé d’avoir la limite inférieure. 

Pour cela il faut , dans l’équation proposée , faire x = ^ , ce qui 
donnera une équation de la forme 

z’ dz B,z‘~' dez B,z*~ % -t- B „ = o. 



et il faudra considérer deux cas. 

i°. Si /?,, coeflicient du second terme, est au moins aussi grand 
qu’aucun autre coefficient, on aura, en prenant B, positivement, 
s <« ■+■ B,. 



a*. Si /?, et B t sont les deux coefliciens pour lesquels el 

t 

\ZB k sont les plus grands , on aura , en appelant a et b ces deux 
radicaux, z<a + £. 

Donc, dans Je premier cas, on aura f >--g. , et dans le second 



Forme des équations à résoudre dans le cas des racines imaginaires. 



(67) Soit F(x)=a l’équation proposée du degré n , dont toutes les 
racines sont imaginaires ; si on substitue pour x une valeur quelconque 
x=dt, le premier membre /•’(£) sera toujours une quantité positive. 11 suit 
de là que si on procède comme dans l’article 48, et qu’on divise l’équa- 
tion proposée par le produit des facteurs i-f-x, 2 -f-x. . . .« 4-x , 



afin de lui donner la forme 1 -f-p(x) = ->|<(x), ou 



+ fd^h=fï 



6 -(-x ’ 



les différentes valeurs de a seront les nombres impairs 1, 5 , 5 . . ,n — 1, 
tandis que celles de b seront les nombres pairs 2, 4> 6-...n. • 
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Supplément. 53 

Ainsi, dans le cas des racines imaginaires, les fonctions ç(x), 40*0 
sont constamment de la forme suivante : 

_ (0 . ( 3 ) , ( 5 ) .("-») 

w — T+H + ^+~x + 5+ï- •• ürrr+1» 



4Cx) = 



(*) 



+ 



( 4 ) 



+ 



(G) 






C») 



a+x * 4“h x ' 6 -f - x 

», 

de sorte quelles ont le même nombre de termes. 



n+x’ 



(68) Cela pose, si l’on fait * = r(cos8+ V ~~ 1 sinô), on aura 



^ A A A[a + r cos * — \/ — i.rsinf) 

a-t-j: a -|-r(cost 4 V — 'si* 1 *) a* + aarcos< 4 r* ’ 

et par conse'quent 

f = f— — - — * a -4- r (cosô— t/— isinfl) f — ■. 

Ja->rx ./a'-faorcosl+r 1 ^ ' v ' J a*+aarcosl +r* 

De là on voit que l’équation 1 J' J ' ^ a . s ® partagera en deux 

autres, savoir, 

r Aa r Bb 

1 'J a* sar cos S -f- r* ./ 6* + air cos I + r* * 

A 



(») 



r ^ = r_ 

J a’ + aar cos # + r’ J 6* ■ 



• air cos * -f- r*' 



Daris le premier membre, a aura toutes les valeurs impaires i, 3,5 ....n — i, 
et dans le second , b aura toutes les valeurs paires a , 4 , 6. . . .n. 

Telles sont donc les deux équations qu’il faut résoudre pour trouver 
les valeurs de r et de S qui appartiennent à chaque couple de racines 
imaginaires. 

Le nombre r est toujours positif : quant au nombre r cos 8, il peut 
être positif ou négatif; et à cet égard , on pourrait distinguer deux 
sortes de racines imaginaires , les unes positives lorsque la partie 
réelle r cos 0 est positive, les autres négatives lorsque cette partie 
est négative. 

(69) Les équations précédentes peuvent être censées formées dans 
la supposition de r cos 8 positif. On pourrait en former de semblables 
dans la* supposition de rcos8 négatif. Pour cela il faudrait changer le 
signe de x dans l’équation proposée, et procéder de même, après ce 
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changement , pour réduire l’équatiou sous la forme i -f- f 

ensuite on ferait x — r ( cos 0 -f- \/ — i sin 6 ) , ce qui donnerait deux 
équatious semblables aux équations (a), mais dont les cocfliciens seront 
différons. 

Ce qui semble nécessiter cette distinction, c’est que si on laissait les 
équations (a) sous la même forme lorsque oos 0 est nég.rfif, la fonction 

— ne serait plus une fonction omale de r. En effet , 

a ■ + aar cos S -f- r* 1 

cette fonction étant différentiée par rapport à r, donnerait le coefficient 
différentiel 

• r aA (_ r-{- a cos < ) • 

J (u*-f- aarcos# + r y ’ 



lequel ne conserverait pas le même signe depuis r=o jusqu’à r— co , 
contre la nature des fonctions omales. 

11 faudra donc , pour la solution complète de l’cquation proposée , 
considérer deux systèmes semblables au système (a) , et dans chacun 
desquels cos 6 sera supposé positif. 



(70) Soit maintenant r cos 0 = p, r* = q, les deux équations à ré- 
soudre seront 

r A a r Bb 

1 "‘J a ■ + a ap +q J 4‘ - 



' + aop + q 

f à‘ -f- lap + q J, 



ahp + q' 
B 



4- a bp- 



on peut même les représenter plus 
. r Aa 

,,s ' 'J “* + ™p + q 

C a ) r A 



« 



h 



4 - + q 



— u > 
= O > 



en convenant que A sera toujours positive pour toute valeur impaire 



0 = t , 3 , 5 n — 1, et négative pour toute valeur paire 

o=2, 4 , 6 n. 



Ces équations sont d'une forme assez simple ; cependant comme 
elles contiennent deux inconnues p et q , il ne parait pas qu’on puisse 
les résoudre par une méthode analogue à celles que nous avons données 
pour la cas des racines réelles, qui n'offre qu'une inconnue. 
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Si donc on veut éviter les longueurs de l'élimination , par laquelle on 
pourrait réduire les deux iucounues à une seule , il faudra se borner à 
résoudre ces équations par une sorte de tâtonnement, en ne supposant 
autre chose , «inon que q ou r* est compris entre des limites données, 
et qu’on a toujours p < Vq- 

On pot^raii^c trouver aucune solution pour les équations précédentes 
qui représentent le système (a); mais alors les deux équations semblables 
qui représentent l’autre système, dans la supposition que les racines 
imaginaires, c’est-à-dire leurs parties réelles, sont négatives, contien- 
draient nécessairement toutes les n racines imaginaires de l’équation 
proposée ; de sorte que si la résolution ne réussissait pas dans un cas , 
elle réussira nécessairement daus l’autre. 

On peut même ne point changer la forme des équations précédentes, 
et sc contenter de changer Insigne d e p, ce qui reviendra au second 
système. En effet , la dernière forme ( et' ) , sous laquelle nous avons 
mis les équations à résoudre , en employant les inconnues p et q au 
lieu de r et 6, n’a plus l’inconvénient remarqué dans l’art. Gg, et les 
quatre fonctions 

Ç vfa r A Ç Rb Ç B 

J a' — a up + <7 * J a' — a ap -J- q ' J b’ — ubp -f- q ‘ J b' — ubp q * 

considérées tant par rapport à p que par rapport à q , sont toujours des 
fonctions omales , puisque p doit toujours être renfermé entre les li- 
mites p = o , p — ÿq. 

(71) Supposons qu’après quelques essais on a trouvé des valeurs de 
p et q qui approchent de satisfaire aux équations ( a. 'J. Soient ces valeurs 
P— J'y q — gy et supposons qu’elles donnent 

1 J a' + 20 /+ g P* 

J «* 4- a af+g V * 

P- et v étant des quantités assez petites. Pour avoir des valeurs plus 
approchées 011 fera p = f + <f g, q — g + Jg, et on aura pour déter- 
miner Sf et S'g , les équations 

3 V.f [a' + aaf+gy + ^ /( a* -f- iaf + g )* = ~ t* > 

+ an/ -f- g)‘ + + ao/+ g y = 
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Soit , pour abréger , 
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on aura 



d'où l'on lire 



p — f A 

J («* + «“/+ g )' ’ 
G r Aa 

J (a‘ + au/ + g y ' 
Ti r di 1 '. 

J (“* + ““/ + g y ‘ 

ulUf 4 - GJg = — F, 
Ffg = — p , 



V 

• •• 



r/ « O» — Gt 

à J — a ' G'—FH 1 



JV _ Ih ~ G * 
°*> ~ G‘ — FH' 



Ainsi les valeurs corrigées de p et q sont 

„ r i 1 G ’ 

P — J ' â‘ G* — FH » 
f —8 ■+" G' — FH' 

U faut observer, à l’égard des quantités F , G, 7/, -qu'on a 

F* + ,c/+ u = f^épr e = ■ . 

faisant donc //= — — a/G -f- ^ , e* négligeant les ternies qui 
contiendraient deux dimensions des quantités p. et t , on aura 

_ _ f - G» 

' -7 "r" a' G" + afFG •+■ g/*’ 1 * 

/ Gp + ( gF 4- a/G ). \ 

V— 6 \G* + a/ÎFG + g F* / 

Ces valeurs serviront à leur tour à en faire connaître de plus approchées, 
s'il est nécessaire. 

(72) Appelons de nouveau f et g les valeurs corrigées de p el ç , 
on en déduira les deux racines imaginaires x—fdz y/( f % — g). Pour 
avoir ensuite les a«tres racines de la même équation , il faut former 
l’équation qui les contient. 

Soient xz=.F t xz= r 1 les deux racines qu’on vient de déterminer , il 
faudra dans l'équation proposée i + f~ç~ x — 0 > remplacer le coefli- 
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cîenl A par un nouveau coefficient 

<1 (n—a)(n—i — a) j 

• — («'+o(«+?y 

• e 

C’est en effet la conséquence qui résulte des formules de l'article 61 ; 
et comme on a (« + i / )(u+/')=a l + 3 af -f- g , la valeur de 
A, sera 

. ^ In-jUn-a-,) j 

<»*•+■ a af + g _ 

. • . • , ' 

Cela posé , la nouvelle équation du degré n — a à résoudre sera 



+ /iTî = 0i 



et par la substitution x= pdc \/(p ‘ — 7) , cette équation se partage 
en deux autres , savoir 



r A % a 

1 J a* + aap + q °* 

h 



A, 



a‘ + aafi +<f 



è 

= O. 



Ces équations sont entièrement semblables à celles de l'art. 70, mais 
elles contiennent chacune deux termes de moins , puisque les valeurs 
de A, qui- répondent aux valeurs <j= n , a = n — 1, sont milles. Ainsi 
la dernière des valeurs de a sera n — a , parce qu’en effet l’équation 
à résoudre n'est que du degré n — a. 



(73) Au moyen de cette analyse , on forme avec beaucoup de facilité 
les diverses équations qui restent successivement à résoudre , à mesure 
qu’on trouve deux des racines imaginaires de l’équation proposée. Le 
procédé pour passer d’un système au suivant , consiste à supprimer deux 
termes dans chacune des deux équations du système, et à modifier les 
coefficiens des autres termes suivant une loi constante. Ce procédé 
donne immédiatement le résultat qu’on obtiendrait en divisant l’équa- 
tion proposée par le facteur correspondant aux deux racines trouvées, 
et mettant ensuite le quotient sous la forme qui convient à notre 
méthode. 

Lorsque les opérations nécessaires pour obtenir les racines réelles 
sont terminées, et qu’il ne reste plus à résoudre qu’une équation de 
degré pair dont toutes les racines sont imaginaires , on est assuré 

8 
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d’avance que la resolution est possible. Si donc la recherche qu’elle 
occasionne devient longue par les làtonnemens qu'on ne peut guère 
éviter , au moins elle ne .sera jamais infructueuse. D’ailleurs à mesure 
que les opérations avancent , elles se simplifient progressivenftnt par 
la diminution du nombre des termes qui devient successivement 
» — a, n — 4 » n — f>i. efc., comme le degré de l’équation ; et lors- 
qu'on est parvenu à une transformée du quatrième degré , la solution 
peut être achevée saus tâtonnement. 

( 74 ) La méthode que nous venons de développer est encore fort 
imparfaite ; mais elle a quelques avantages particuliers qu’elle doit à 
la simplicité et à l’élégance des formules. Le plus considérable d*ees 
avantages consiste en ce que , si l’on substitue différentes valeurs pour 
p ou 1 / , afin d’en trouver qui satisfassent aux équations , la substitution 
se fait dans chaque dénomiualeur a*-f- iap-\-q , sans exiger aucune opé- 
ration complexe. 

Il n’en est pas de même lorsqu’en faisant x=r(dos9 +t/ — 1 sin fl ) 3 
on a à substituer uné* nouvelle valeur de r ou une de fl, dans les 
équations dont ces inconnues dépendent, pag. i5o. Ces substitutions 
exigent des opérations compliquées , surtout pour avoir les sinus et 
cosinus des multiples de fl : ce premier avantage est déjà très-grand. 

11 y en a un second qui n’est pas moins remarquable. II consiste qn 
ce que les deux équations à vérifier se forment simultanément d’une 
manière très-simple. En effet, si en attribuant des valeurs particulière» 

à p et. q, on trouve chaque terme ^ F (a) , savoir, 

+ jF '(a) si a est impair , et — F (a) si a est pair, la première des deux 
équations (*') étant ainsi formée , 

i + F («) + F( 3) + F (5) + F(n — i)l _ 

- F (a) - F (4) - F(n) j ° r 

on en déduit immédiatement la seconde qui est 

*■(0 + iF( 3) + iF( 5) + -L-F(n- 1 

- i F(>) - i F{ 4) -}F( 6 ) F(n) 

Il devient donc très-facile de vérifier les deux équations à la fois. 
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(75) Non* croyons avoir expliqué les méthodes précédentes avec 
assez de détails , pour qu’il soit superflu de produire des exemples 
de leur usage. Nous ferons seulement une observation générale qui 
pourra être utile dans les applications ; c’est que si la grandeur des 
coefliciens de l'équation proposée , ou le calcul de la limite supérieure 
des racines, indique que ces racines doivent être de grands nombres, 
il conviendra de les réduire à une grandeur médiocre, en faisant 
x = my,m étant 10, 100, ou tel autre nombre qu’on voudra, au 
moyeu duquel les valeurs de y ne puissent contenir que des unités ou 
des dixaincs au plus. De même si les coefliciens de l'équation proposée 
étaient tellement petits qu’on dut en conclure que les racines sont 

beaucoup plus petites que l’unité , y faudrait faire x s= ^ , et prendre 

m de manière que la plus grande valeur de y pût aller jusqu’à un ou 
deux chiffres en nombres entiers. La transformation est utile dans le 
second cas surtout , pour éviter que les racines ne soient rapprochées 
dans un trop petit espace , et qu’on n'en omette quelqu’une dans les ap- 
proximations successives. 

(76) Nous terminerons ces Recherches par une remarque nécessaire 
pour compléter la résolution de l’équation omale c= $(x), donnée 
dans les art. 58 et suiv. 

On a supposé tacitement, dans ces articles, que la courbe décrite 
d’après l’équation y = ( x ), était toute concave ou toute convexe 

vers l’axe, dans la partie soumise au calcul, savoir, depuis x=o 
ou <c = k y jusqu'à jr=: r , r étant l’abscisse du point d’intersection M. 
Celte propriété en vertu de laquelle la suite k , k', K', etc. est conti- 
nuellement croissante vers la limite cherchée r, a lieu dans une infinité 
de fonctions omales , et notamment dans toutes celles dont on fait usage 
dans notre seconde méthode. Mais en général la définition des fonc- 
tions omales n’exige qu’une seule condition, savoir, que le coefficient 

différentiel conserve le même signe dans toute l’étendue des 

x positives. Il peut donc arriver que le coefficient du second ordre 
' ~dc^ change une ou plusieurs fois de signe dans la même étendue , 

et alors la courbe y — <p (x) éprouvera une ou plusieurs inflexions ou 
changemens de courbure. Supposons, par exemple, qu'un changemeut 
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de celle sorte ail lieu entre les deux points k' et k' , ce qu'on recon- 
naîtra par les deux différences ^(À / ) — c et 9 (k ) — c qui devront» 
être de signes differens; si on continue les calculs d'après les formules 
des art. 38 et 4° > afin d'obtenir la valeur du ternie suivant k"', on 
trouvera k" 1 < k" , de sorte que la suite k, k' , k', k cesse d’être croissante 
après le terme k". 

Cependant si l’on a en même tems k“ > k f t on pourra continuer le 
calcul des ternies suivans par les 'mêmes formules, et on arrivera 
également au résultat, qui est la limite des termes k 1 , k", k ”, etc. 

Mais il pourrait arriver qu’on eut A"'< k, et alors en continuant le 
calcul par les mêmes formules , on s'éloignerait de plus en plus du vrai 
résultat que l’on cherche. Pour obvier à cet inconvénient, le moyen le 
plus simple est de joindre les deux* points k, k 1 par une droite qui cou- 
pera la droite CM en un point dont il est facile de déterminer la position. 
Soit A* l’abscisse de ce point, on aura 




c — 9 (*’) 



(k'-k), 



et k' n sera une valeur très- approchée de la racine r. On continuera ensuite 
par les formules ordinaires , le calcul des ternies suivans A”, k ’ , etc., et 
la limite de cette suite sera la racine cherchée. 

En général les exceptions dont nous venons de parler ne se rencontrent 
que dans des cas où la résolution se simplifie d’elle-même , puisque 
sachant que la racine cherchée doit être comprise entre k et A", il est 
facile ensuite de resserrer ces limites à volonté. 
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Addition au $ VIII , IV Partie , page 3g4. 

Jr. dois ici faire mention de deux ouvrages très-imporlans pour la 
scie.nce des nombres , qui ont paru depuis la publication du Traite 
précédent (*). 

M. Cheruac , professeur de Philosophie à Deventer, a publié en J 8 1 1 , 
sous le titre de Cribrum Arilhmelicum , une Table où l’on trouve tous 
les nombres premiers cl les diviseurs des autres nombres , depuis 1 
jusqu'à un million et plus. 

M. Burckhardt s’est proposé ensuite de reculer beaucoup phis loin 
les limites de cette Table. Il a créé pour cet objet une méthode si 
simple et si facile , qu'elle lui a fourni en très-peu de tems , une Table 
contenant le moindre diviseur de tout nombre compris dans le second 
million. Cétte Table a été publiée en 1814. 

M. Burckhardt s'est occupé aussitôt d’en dresser une semblable pour 
le troisième million et même pour le quatrième. La Table construite pour 
le troisième million est déjà imprimée et ne tardera pas à paraître. Mais 
avant d'aller plus loin , l'auteur se propose de donner le premier million 
dans la même forme que les autres, afin de compléter, sous le moindre 
volume possible , une suite de Tables qui pourra avoir beaucoeÿ 
d’usages , et qui sera Recherchée surtout par les amateurs de l’analyse 
indéterminée. 

La Table de Chernac m’a mis à* portée de vérifier les calculs que j’avais 
faits a priori , pour savoir combien il y a de nombres premiers de 1 à 
1000000. La théorie m'avait donné 78537 , à quelques unités près dont 
je ne pouvais répondre ; la formule de l'art. 389 donnait 78545 ; l’énu- 



(*) Cribrum Anthmetirum , sive Tabula continens numéros primos, etc. , canfeeit 
Jjidislaus Chernac; Davcntriœ 1811. , 

Table dei diviseurs pour tous les nombres de 1 030000 à 2038000; par J.-Ch. Burckhardt. 
Paris 1 8 1 4 j> cher M"* V' Courcier , quai des Augustin». 
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méralion faite immédiatement d'après le Cribrutn arilhmelicum , a produit 
78493 : mais il est possible et même vraisemblable qu'il se soit glissé , 
dans une si longue énumération , une erreur au moins égale à la diffé- 
rence qu’on trouve entre ce résultat et celui de la formule. Tont ce 
qu'on doit conclure de là , c'est que la formule a toute l'exactitude 
nécessaire, et que les différeus résultats s’accordent entr'eux beaucoup 
mieux qu’on n'aurait dù le croire. La Table ultérieure de M. BurcMiardt 
fournira de semblables vérifications dont le succès 11e parait pas douteux, 
soit pour confirmer l’exactitude de la formule, soit pour lui ajouter un 
nouveau degré de perfection. 

Au reste l'énumération faite dans la Table de Cbernac a donné pour 
chaque centaine de mille , les résultats contenus dans le tableau suivant 
qui servira de continuation à celui du n° 389, et QÙ l'on remarquera 
de même lctonnante conformité qu’il y a entre le résultat de la formule 
et celui que donnent les Tables. 



Limite x. 


Nombre^ 


3 


par les Tables. 


400000 


53854 


33863 


5ooooo 


4«533 


4t538 


600000 

700000 


4909G 

56565 


4qoq3 

56535 


800000 


6 Î 955 


63937 


900000 


7 1 a 79 


71268 


1000000 


78543 


78493 . 



» • * 

FIN DU SUPPLÉMENT. • 



De l'Imprimerie de M** V* COURCIER, quai des Augustin*, u* 57. 
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